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Let R be a reduced root system in an euclidean vector space E, W the Weyl
group of R. One determines the hypergeometric Fourier transform (cf. E. Opdam,
Cuspidal hypergeometric functions, preprint) of the related Schwartz space of
W-invariant functions on E, introduced by Tinfou. The answer is very natural and
quite similar to results of Harish-Chandra. The proof requires a theory of the con-
stant term for W-invariant functions satisfying the hypergeometric system. This is
analogous to Harish-Chandra’s theory, once one has realized that simple difference
operators play here the role of some elements of the unipotent radical of a
parabolic subalgebra. Also, the fact that the parameter of cuspidal hypergeometric
functions might be singular introduces new difficulties. This theory being estab-
lished, one can take advantage of the techniques we used for real reductive
symmetric spaces (cf. the introduction to the article by the author, Formule de
Plancherel pour les espaces syme triques re ductifs, Ann. Math. 147 (1998), 417452),
especially the truncation and its consequences.  1999 Academic Press
0. INTRODUCTION
Soit R un syste me de racines re duit dans le dual a* d’un espace vectoriel
euclidien a. Pour des raisons de re currence, on ne suppose pas que R
engendre a*. On note W le groupe de Weyl correspondant, et, pour : # R,
s: la re flexion correspondante. On choisit un ensemble de racines positives
R+. Soit k # CR une multiplicite , c’est a dire une fonction W-invariante sur
R. Pour X # a, on de finit un ope rateur agissant sur C(a), TX (k, R+) par
TX (k, R+)=X&\(k)(X )+ :
: # R+
k: :(X ) 2:
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ou \(k)=12 : # R+ k:: et
(2:(.))(X )=(1&e&:(X ))&1 (.(X )&.(s:(X ))), . # C(a).
Les ope rateurs TX (k, R+) commutent entre eux (cf. par exemple [H,
the ore me 1.2]) et permettent de de finir Tp(k, R+), p # S(a) par la proprie te
universelle de S(a). Si p # S(a)W, Tp(k, R+) agit sur C(a)W comme un
ope rateur diffe rentiel W-invariant, inde pendant du choix de R+, Dp(k).
On rappelle (cf. [O2, the ore me 2.4 et les re fe rences cite es la ]) que la
fonction hyperge ome trique associe e a R est une fonction de trois variables,
F(&, k)(X ), W-invariante en & et X, de finie et holomorphe, en particulier,
pour & # a*C , k e le ment de l’ensemble K des multiplicite s et X # aC ve rifiant:
Re(\(k)(;8 )+k;+1)>0, si ; est la plus haute racine courte
d’une composante irre ductible de R
|Re :(X )|<2?, : # R
satisfaisant le syste me diffe rentiel hyperge ome trique:
Dp(k) F(&, k)= p(&) F(&, k), p # S(a)W, & # a*C ,
et la condition de normalisation,
F(&, k)(0)#1.
On suppose en outre:
k:<0, : # R.
On note
$k(X )= ‘
: # R+
|e:(X )2&e&:(X )2|2k:, X # areg
qui de termine une fonction localement inte grable sur a par rapport a la
mesure de Lebesgue, avec nos hypothe ses sur k. On note +k la mesure sur
a de densite $k par rapport a la mesure de Lebesgue.
Opdam (cf. [O2, the ore me 5.5]) a montre comment de sinte grer les
e le ments de L2(a, +k)W. Nous allons donner ici une version le ge rement
modifie e de son re sultat (cf. the ore me 7(iii)).
Si P est une partie parabolique de R (cf. [Bou], chap. VI, 1.7, de finition
4), on note MP=P & &P. C’est un syste me de racines dans a. Soit
NP=P"MP , aP=aMP= ,
: # MP
Ker :, aMP=a=P
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On note W(aP) l’ensemble des endomorphismes de aP induit par des
e le ments de W pre servant aP . On note aussi kMP la restriction de k a MP .
Deux parties paraboliques de R sont dites associe es si les parties ‘‘M’’
correspondantes sont conjugue es par un e le ment de W. Soit P un ensemble
de repre sentants des classes d’association de parties paraboliques contenant
R&.
Si P # P, on note (aMP)*disc (kMP) l’ensemble des 4 # (a
MP)*C tels que
F(4, kMP) (qui est une fonction sur a
MP) soit de finie et de carre inte grable
pour +kMP . D’apre s [HO2] et [O2], cet ensemble est fini et contenu dans
(aMP)*.
La transforme e de Fourier hyperge ome trique associe, a tout f # C c (a)
W,
une application Fk f de finie sur ~P # P (aMP)*disc (kMP)_ia*P , a valeurs dans
C, par
Fk f (4, &)=(Card W(aP))&1 |
a
f (X ) F(4+&, k)(X ) $k(X ) dX
pour (4, &) # (aMP)*disc (kMP)_ia*P . On note que l’e galite F(*, k)=F(w*, k),
w # W, implique que, pour 9=Fk f, on a
9(w4, w&)#9(4, &), w # NW (aP),
ou NW (aP) est le normalisateur dans W de aP .
La formule de Plancherel d’Opdam assure que Fk s’e tend en une
isome trie bijective entre L2(a, +k)W et

P # P
(l 2((aMP)*disc (kMP))L
2(ia*P , c&24, k |c(k, 4, &)|
&2 d&)NW (aP)
ou c4, k est une constante strictement positive et
c(k, 4, &)=c$4, k ‘
: # R+, :|aP{0
1(&(4+&)(: ))1(&(4+&)(: )+k:)
ou c$4, k est une autre constante strictement positive.
Comme on l’a dit, ceci peut se de duire du travail d’Opdam (cf. [O2],
the ore me 5.5]), joint a sa solution de la question (5.6) de l.c., qu’il nous a
communique e. On pre sente au the ore me 7, un point de vue un peu
diffe rent, mais reposant aussi sur [O2]. On de finit une fonction 3k sur a
par
3k(X )=e&\(k)(X+)
ou X+ est l’unique e le ment de la chambre de Weyl positive ferme e con-
jugue a X par un e le ment de W. L’espace de Schwartz C(a, k) a e te e tudie
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d’abord par Mustapha Tinfou dans le but de trouver une limitation a priori
sur les fonctions hyperge ome triques intervenant dans la formule de
Plancherel, dans l’esprit du travail de J. Bernstein [Be]. M. Tinfou pre sente
une partie de ses re sultats dans l’appendice A.
L’espace de Schwartz C(a, k) est l’espace des fonctions ., C sur a,
telles que:
Sup
X # a
|3 &1k (X )(1+&X&)
n p.(X )|<+, p # S(a), n # N
C’est un sous-espace dense de L2(a, +k).
On dit que f # C(a) est k-tempe re e si, pour tout p # S(a), il existe n # N
tel que:
Sup
X # a
|3 &1k (X )(1+&X&)
&n p.(X )|<+
Notons S(E) l’espace de Schwartz des fonctions a de croisance rapide sur
un espace vectoriel re el E. On de finit:
SWk = 
P # P
(l 2((aMP)*disc (kMP))S(ia*P))
NW (aP)
The ore me. Pour 9 # SWk , la fonction Ik 9, sur a est bien de finie par:
(Ik9)(X )= :
P # P, 4 # (aMP)*
disc
(kMP)
|
ia*P
9(4, &) F(4+&, k)(X)
_c&24, k |c(k, 4, &)|
&2 d&
pour tout X # a. C ’est un e le ment de C(a, k)W.
La transformation de Fourier hyperge ome trique Fk s’e tend en une bijection
entre C(a, k)W et SWk , d ’inverse Ik .
Pour de montrer ce the ore me, on utilise des techniques analogues a celles
que nous avons utilise es pour la formule de Plancherel pour les espaces
syme triques re ductifs. D’abord on rappelle certaines proprie te s simples des
ope rateurs de Dunkl et l’analogue de re sultats de Casselman et Millicic (cf.
[CassM]). On de veloppe au paragraphe 3 (the ore mes 1 et 2) la the orie du
terme constant pour une fonction tempe re e, en suivant de pre s les
arguments d’Harish-Chandra ([HC1]). Le point crucial est de susbtituer a
l’utilisation des e le ments X: de l’alge bre de Lie du groupe, par Harish-
Chandra, celle des 2: (cf. l’appendice A de M. Tinfou).
La non re gularite e ventuelle des e le ments de (aMP)*disc (kMP) par rapport
a MP , rend plus de licate la the orie du terme constant pour les familles de
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fonctions (fonctions IIhol). La proprie te suivante permet de pallier a ce
de faut de re gularite (cf. paragraphe 4.3).
On appelle sous-espace tempe re , tout sous-espace de a*C conjugue sous
W a un sous-espace de la forme 4+ia*P , P # P, 4 # (aMP)*disc (kMP). Il
re sulte du travail d’Opdam [O2, the ore me 5.7] et d’Heckman et Opdam
[HO2, remarque 3.14] que deux sous-espaces tempe re s inclus l’un dans
l’autre sont e gaux.
Nous avons essaye de tirer le meilleur parti de l’utilisation de la the orie
spectrale des matrices (re solvante, etc.) dont nous donnons quelques conse -
quences dans l’appendice B. Cela nous est utile pour e tudier le terme
constant des fonctions IIhol , en particulier son holomorphie par rapport au
parame tre indexant la famille (cf. the ore mes 3 et 4). On espe re avoir, au
passage, simplifie certains aspects du travail d’Harish-Chandra.
On e tablit aussi des estimations uniformes fines de la fonction hyper-
ge ome trique, en partant d’estime es plus grossie res dues a Opdam [O2], et
gra^ce a une adaptation d’une technique d’E. van den Ban (cf. [B], voir
aussi [D2]).
Alors, les techniques de la troncature [D3] et des fonctions c de [CD]
s’adaptent sans difficulte . Elles conduisent a un the ore me analogue a celui
annonce , pour la transformation de Fourier hyperge ome trique normalise e
(the ore me 6, paragraphe 5). On de termine explicitement les fonctions c qui
interviennent (cf. Paragraphe 5, the ore me 5), ce qui permet d’en de duire les
proprie te s ne cessaires au passage de la transformation de Fourier hyper-
ge ome trique normalise e a la transforme e de Fourier hyperge ome trique.
1. OPE RATEURS DE DUNKL ET ESPACES ASSOCIE S
1.1.
Soit a un espace vectoriel euclidien de dimension finie et soit R un
syste me de racines re duit dans le dual a* de a. On ne suppose pas que R
engendre a*. Pour : # R, soit : =2:(:, :) sa coracine et s: : * [ *&*(: ) :
la re flexion correspondante dans a*. Soit W le groupe de Weyl de R, qui
est engendre par les s: , : # R. Par dualite W agit sur a et a*. On suppose
que le produit scalaire est invariant par W. On note aR l’orthogonal de R
dans a. Soit R8 le syste me forme des coracines. On note Q=ZR8 le re seau
engendre par les coracines. Soit R la sous-alge bre a unite de l’alge bre des
fonctions sur areg=[X # a | :(X ){0, : # R] engendre e par les (1&e:)&1,
: # R. Cette alge bre est invariante par l’action naturelle de W sur les fonc-
tions sur a.
On fixe un ensemble de racines positives R+ de R. Soit P< un autre
ensemble de racines positives. On note C+ (resp. CP<) la chambre de Weyl
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positive correspondante on note aussi R&=&R+, C &=&C+. On peut,
dans la de finition de R, se limiter a : dans R+, car on a: 1&(1&e:)&1=
(1&e&:)&1.
Soit C[W] l’alge bre du groupe W. On munit A :=RS(a)C[W]
de la structure d’alge bre qui fait de l’alge bre des fonctions C sur areg,
C(areg) un A-module a gauche pour l’action de finie par:
( f pw) .= fp(w.), f # R, p # S(a), w # W, . # C(areg)
ou p est l’ope rateur diffe rentiel a coefficients constants correspondant a
l’e le ment p de l’alge bre syme trique S(a) de aC et ou l’on a pose : w.(X )=
.(w&1X ), w # W, X # areg. On note D la sous alge bre RS(a) de A.
Soit K=[k # CR | kw:=k: , w # W, : # R] l’espace des multiplicite s de R.
Pour X # a, on de finit l’e le ment TX (k, R+) de A par:
TX (k, R+)=X&\(k)(X )+ :
: # R+
k: :(X )(1&e&:)&1  (1&s:) (1.1)
ou \(k)=12 : # R+ k::. Les ope rateurs TX (k, R+) pre servent C (a) et
commutent entre eux (cf. par exemple [H], the ore me 1.2). Alors la
line arite de X [ TX (k, R+) permet de de finir un homomorphisme
d’alge bre p [ Tp(k, R+) de S(a) dans A. Si p est W-invariant (i.e., est un
e le ment de S(a)W), Tp(k, R+) est lui-me^me W-invariant (cf. par exemple
[O1], corollaire 2.9 et Proposition 1.1(4)). On note T(k, R+) :=
[Tp(k, R+) | p # S(a)] et T(k, R+)W :=[Tp(k, R+) | p # S(a)W]. Soit ({, V{)
une repre sentation de dimension finie de W. On note C(a, {) l’espace des
fonctions, ., C, {-sphe riques sur a, i.e., telles que .(w(X ))={(w) .(X ),
X # a, w # W. Alors, si p # S(a), Tp(k, R+) envoie C(a, {) dans C(a, V{).
De plus Tp(k, R+) agit sur C(a, {) comme l’ope rateur diffe rentiel sur a a
coefficients dans End(V{), note Dp(k, R+, {) obtenu en remplac ant les
e le ments w dans l’expression de Tp(k, R+) par {(w). Si p # S(a)W, comme
Tp(k, R+) commute a l’action de W, Dp(k, R+, {) pre serve C (a, {). Si de
plus { est la repre sentation triviale de dimension 1 de W, =, on a
C(a, =)=C(a)W. Pour p # S(a)W, on notera Dp(k, R+) l’ope rateur dif-
fe rentiel Dp(k, R+, =), qui est W-invariant gra^ce a l’invariance sous W de
Tp(k, R+) et au lemme 1.2.2, Partie I de [HS]. On notera D(k, R+)
l’alge bre d’ope rateurs diffe rentiels engendre e par les Dp(k, R+), p # S(a)W.
L’application p [ Dp(k, R+) est un homorphisme d’alge bres de S(a)W dans
D(k, R+).
On introduit une fonction $k sur areg par:
$k(X )= ‘
: # R+
|e:(X )2&e&:(X )2|2k:, X # areg (1.2)
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On note dX la mesure de Lebesgue sur a associe e a sa structure euclidienne
et +k=$kdX. Soit K1 l’ensemble des multiplicite s k telles que pour tout
X # a avec RX {<, on ait
Re \ :: # RX k:++rg(RX)>0 (1.3)
ou RX=[: # R | :(X )=0] et rg(RX) est le rang de ce syste me de racines.
C’est un ensemble convexe ouvert. Si k # K1 , $k est localement inte grable
par rapport a dX (cf. [BrHO], proposition 2.1). De plus si k0 # K1 et
X0 # a, il existe un voisinage compact de k0 , V(k0), un voisinage compact
de X0 , V(X0), une fonction inte grable sur V(X0), .0 , tels que:
|$k(X )|.0(X ), k # V(k0), X # V(X0) (1.4)
Soit f, g # C(a) avec l’une de ces fonctions a support compact. Alors,
pour X0 # a, k # K1 , on a:
|
a
(TX0(k, R
+) f )(X ) g(X ) $k(X ) dX
=|
a
f (X )(T&w0 X0(k, R
+) w0g)(X ) $k(X ) dX (1.5)
ou w0 est l’e le ment de plus grande longueur de W relativement a R+. En
effet d’apre s [O1], lemme 7.8, cette formule est vraie de s que k:>0 pour
tout : # R. Par ailleurs il re sulte de (1.4) que les deux membres de (1.5)
sont holomorphes en k # K1 . On en de duit le re sultat par prolongement
analytique.
Si P est une partie parabolique de R, on note MP ou M l’ensemble des
e le ments : de R tels que : et &: soient e le ments de P. C’est un syste me
de racines dans a. On note WM son groupe de Weyl et M +=M & R+. Soit
NP ou N le comple mentaire de M dans P et aP ou aM l’ensemble
[X # a | :(X )=0, : # M]. On note aP ou aM l’orthogonal de aP dans a. On
de signe par RM la sous alge bre a unite de R engendre e par les (1&e&:)&1,
: # M et par R+P , l’ide al de R engendre par les (1&e
&:)&1&1=
e&:(1&e&:)&1, : # N. On se fixe XP # aP tel que :(XP)>0 si : # N. Alors
on a:
Lemme 1. (i) Si . # R, pour tout X # a, la limite limt  + .(X+tXP)
existe et de finit un e le ment .P de RM . De plus .&.P est un e le ment de R+P
(ii) On a R=RM R+P et .P est la projection de . sur RM
paralle lement a R+P . Cette projection est un morphisme d ’alge bres.
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(iii) L’ide al R+P de R est stable par les ope rateurs p , p # S(a) et par
l ’action de WM .
(iv) On de finit une application line aire #$P de D=RS(a) dans
DM=RM S(a) par:
#$P(.p)=.Pp, . # R, p # S(a)
Alors #$P est un morphisme d ’alge bres d ’ope rateurs diffe rentiels sur areg et
on a:
#$P(D)&D # R+P S(a), D # D
On de finit enfin un ope rateur #P de D dans DM=RM S(a) en posant:
#P :=e\P(k) b #$P b e&\P(k)
ou \P(k)=12 : # N k::.
De monstration. L’existence de .P est imme diate gra^ce aux proprie te s
des ge ne rateurs de R. De me^me il est clair que .P=. si . # RM et que
.P=0 si . # R+P . D’autre part R est la somme de RM et de R
+
P . D’apre s
ce qui pre ce de on conclut que la somme est directe et que .P est la projec-
tion de . sur RM paralle lement a R+P . D’ou (i) et (ii) puisque R
+
P est un
ide al de R.
Montrons (iii). On a:
X (1&e&:)&1=&:(X ) e&:(1&e&:)&2, X # a, : # R
Donc si : # N, X ((1&e&:)&1&1) est e le ment de R+P . Par application de
la re gle de de rivation des produits, on en de duit que R+P est un ide al de
R invariant par les X , X # a, donc par les p , p # S(a). L’invariance de N
sous WM implique imme diatement celle de R+P . D’ou (iii).
Alors (iv) est une conse quence imme diate de (iii). K
Pour exprimer la de pendance de #P et #$P par rapport a R, on notera
parfois #RP et #P$
R. Soit Q une partie parabolique de R contenue dans P.
Alors Q & MP est une partie parabolique de MP . On e tablit aise ment:
#Q$R=#$MPQ & MP b #P$
R (1.6)
puis la me^me chose en remplac ant #$ par #.
Alors, d’apre s [O1, the ore me 2.12(2)], on a:
#R+(Dp(k, R+))= p, p # S(a)W
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Par ailleurs l’alge bre D(k, R+) peut e^tre pre sente e comme le commutant
dans l’alge bre D, d’un ope rateur L(k) (cf. [HS] Partie I, the ore me 1.3.9,
1.3.12 et e quation pre ce dente) dont on ve rifie aise ment qu’il ne ne de pend
pas de R+ (cf. l.c. e quation 1.2.6, pour la de finition de L(k)). On notera
de sormais cette alge bre D(k).
Comme, pour p # S(a)W, Dp(k, R+) est W-invariant, un calcul facile
montre que, si P<=w(R+), on a:
#R+(Dp(k, R+)=w(#P<(Dp(k, R
+)), p # S(a)W
d’ou l’on de duit:
#P<(Dp(k, R
+))= p, p # S(a)W (1.7)
En particulier #P< restreint a D(k) ne de pend pas de P< , et, en tenant
compte du fait que D(k) ne de pend pas de R+, on voit aussi que
Dp(k, R+), p # S(a)W ne de pend pas de R+ (1.8)
On les notera respectivement #(k) et Dp(k). Enfin, on de duit de (1.6)
et (1.7):
#RP(Dp(k))=Dp(kM), p # S(a)
W (1.9)
ou kM est la restriction de la multiplicite k a M.
2.1.
On fixe une multiplicite k. On utilise les notations et re sultats de
l’appendice A de M. Tinfou. On note, pour r # R et X # a, Nr(X ) :=
(1+&X&)r.
On note Ftemp(a, k) l’espace des e le ments . de C(a) tels que, pour tout
p # S(a), il existe m # N et C0 ve rifiant:
|(p.)(X )|CNm(X ) |3k(X )|, X # a, p # S(a)
Pour F partie finie de S(a) et r # R, on de finit:
skF, r(.)= Sup
p # F, X # a
|N&r(X )(3k(X ))&1 p.(X )|
Le lemme suivant est une conse quence imme diate des lemmes A.1(ii), (iv)
et A.2(ii).
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Lemme 2. Soit p # S(a) (resp. : # R+). On note T l ’ope rateur p (resp.
2:). On fixe r>0.
(i) Si q est un e le ment de S(a), il existe une partie finie, F, de S(a)
telle que, pour tout . # C(a):
skq, r(T(.))s
k
F, r(.)
(ii) T laisse Ftemp(a, k) invariant.
On notera A(a, k) (resp. Atemp(a, k)) l’espace forme des e le ments de
C(a) (resp. Ftemp(a, k)) qui sont T(k, R+)-finis. On remarquera, que S(a)
e tant un S(a)W-module de type fini, cette condition de finitude e quivaut,
pour les e le ments de C(a)W, a e^tre de type fini sous D(k).
Corollaire 1. L’alge bre T(k, R+) ope re sur Atemp(a, k), de me^me que
D(k) ope re sur Atemp(a, k)W.
On suppose de sormais que k est un e le ment de K1 a valeurs re elles. Alors
$k est positive et localement inte grable et, tenant compte de la proposition
A.2, on de finit une application sesquiline aire sur C(a, k)_Ftemp(a, k),
donne e par:
(., )=|
a
.(X )  (X ) $k(X ) dX, . # C(a, k),  # Ftemp(a, k) (1.10)
Cette forme est continue dans sa premie re variable, d’apre s la proposition
A.2(ii). On de finit une involution antiline aire de S(a), p [ p* caracte rise e
par X*=&X, X # a. On va voir que:
(Tp(k) ., )=(., T(w0 p)*(k) w0 ), . # C(a, k), (1.11)
 # Ftemp(a, k), p # S(a)
ou w0 est l’e le ment de plus grande longueur de W relativement a R+. En
effet, l’e galite est vraie pour tout . # C c (a) et  # Ftemp(a, k), d’apre s (1.5).
Mais le premier et le second membre de l’e galite ci-dessus sont continus en
. # C(a, k), d’apre s les proprie te s de ( . , . ) et la proposition A.1(ii). Joint a
la densite de C c (a) dans C(a, k), cela implique le re sultat. En particulier,
on a:
(Dp(k) ., )=(., Dp*(k) ), . # C(a, k)W,
(1.12)
 # Ftemp(a, k)W, p # S(a)W
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2. PROPRIE TE S ASYMPTOTIQUES DES E LE MENTS DE A(a, k)W
Soit I un ide al de codimension finie de S(a)W. On note DI (k) l’ide al a
gauche de D=RS(a) engendre par les Dp(k), p # I. On s’inte resse a
l’espace AI (a, k)W des e le ments W-invariants de A(a, k) qui sont annule s
par DI (k). On filtre l’alge bre A :=RS(a)C[W] par le degre des
e le ments de S(a). Cette filtration est compatible avec le produit. On filtre
de me^me D.
Lemme 3. (i) Si p # S(a) est homoge ne de degre n, Tp(k, R+)&
1p1 est de degre strictement infe rieur a n.
(ii) Si p # S(a)W est homoge ne de degre n, Dp(k)&1p est de degre
strictement infe rieur a n
(iii) Le gradue de DI (k), Gr(DI (k)) contient 1Gr(I), ou Gr(I ) est le
gradue de I.
De monstration. (i) se de montre par re currence sur le degre de p, le cas
ou p est de degre 1 e tant imme diat gra^ce a la de finition des ope rateurs de
Dunkl. Alors (ii) en re sulte puisque Dp(k) est l’ope rateur diffe rentiel de duit
de Tp(k, R+) en y remplac ant les w # W par 1. Alors (iii) re sulte de (ii). K
Proposition 1. Soit H l ’espace des polyno^mes W-harmoniques sur a*C .
Soit V un supple mentaire de I dans S(a)W engendre par des e le ments
homoge nes et contenant 1. Alors:
(i) L’espace U :=VH est un supple mentaire de S(a) I dans S(a).
(ii) Son image dans DDI (k) est un syste me de ge ne rateurs de ce
R-module.
De monstration. Comme HS(a)W=S(a), (i) est clair. Pour (ii), il suffit
de montrer, par re currence sur le degre , que tout p # D est un e le ment du
R-module, RU+DI (k). On peut se limiter a p # S(a). Soit h1 , ..., hl , une
base de H. On e crit: p=i=1, ..., l hipi ou pi # S(a)W, puis: pi=qi+ui avec
qi # I et ui # V. Alors d’apre s le lemme pre ce dent, Dqi (k)&qi est un e le ment
de D de degre strictement infe rieur a celui de p. On conclut aise ment gra^ce
a l’hypothe se de re currence. K
Remarque 1. Si I est l’ide al des e le ments de S(a)W s’annulant en & # a*C ,
on peut prendre V=C1, et, avec les notations de la de monstration de la
proposition ci-dessus, on a ui= pi (&) et qi= pi& pi (&).
On note u1 , ..., ur une base de U forme e d’e le ments homoge nes. On note
*1 , ..., *n une base de a*R et H*1 , ..., H*n la base de aR duale de celle-ci. On
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note 4=7 _ [*1 , ..., *n], ou 7 est l’ensemble des racines simples de R+.
On pose, pour . # AI (a, k)W:
8=(u1 ., ..., ur .) (2.1)
Alors, on a:
H* 8=G*8, * # 4 (2.2)
ou G* est une matrice carre e d’ordre r, a coefficients dans R. En effet, pour
tout p # S(a) et tout i, pui est e gal, modulo DI , a une combinaison line aire
a coefficients dans R des uj , d’apre s la proposition 1(ii). Comme . est
annule e par DI , on a le re sultat voulu.
Identifiant a a une partie de C4, en associant a X # a, z(X )=(z*(X ))* # 4 ,
ou z*(X )=e*(X ), le syste me pre ce dent devient:
z*z* 8=G* 8, * # 4 (2.3)
ou G* a des po^les seulement sur Y=: # R [z # C4 | z:=1].
Le travail de Casselman et Millicic, [CassM], s’adapte a notre situation.
Pre cisons. On note PR& l’ordre sur a*C de fini par &P R& + si et seulement
si +&& est combinaison line aire, a coefficients entiers positifs ou nuls,
d’e le ments de R&. On dit que & et + sont R-inte gralement e quivalents si et
seulement si &&+ est combinaison line aire, a coefficients entiers, d’e le ments
de R.
Pour m # N4, on note Xm=>* # 4 *(X )m*. On montre comme dans
[CassM], the ore me 5.7:
Proposition 2. Soit . # A(a, k)W. On note D le disque unite ouvert de C.
Il existe un ensemble fini, S, d ’e le ments mutuellement R-inte gralement
ine quivalents de a*C et, pour chaque & # S, des fonctions .&, m holomorphes non
triviales sur D7, ou m de crit un ensemble fini de N4, telles que, sur chacun
des hyperplans coordonne es, au moins l ’une d ’entre elles soit non nulle et
ve rifiant:
.(X )= :
&, m
.&, m(z(X )) e&(X )Xm, X # C&
Cet ensemble S et les .&, m sont uniques.
De veloppant les .&, m en se rie entie re, on a:
.&, m(z)= :
r # N7
c&+r , mzr
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ou r =: # 7 r:: et on peut e crire:
.(X )= :
+ # a*
C
c+, me+(X )Xm, X # C&
ou les c+, m qui n’ont pas e te de finis ci-dessus sont nuls. La convergence est
absolue. Les c+, m ve rifiant ces proprie te s sont uniques. Si c+, m {0, pour un
m # N4, on dit que + est un exposant de . le long de R&. Les exposants
directeurs de . le long de R& sont les exposants maximaux pour l’ordre
PR& . Pour * # a*C , on note I* l’ide al de S(a)W, forme de ses e le ments
s’annulant en *. Noter que I*=Iw* pour w # W.
Proposition 3. Soit I un ide al de codimension finie de S(a)W. Soit
. # AI (a, k)W. L’ensemble de ses exposants directeurs le long de R& est con-
tenu dans l ’ensemble [* # a*C | I/I*&\(k)]. En particulier, si I est e gal a
l ’ide al I& , & # a*C , les exposants directeurs de . le long de R&, sont des
e le ments de l ’ensemble [w&+\(k) | w # W]
De monstration. En effet si p # S(a), on a Dp(k)&#$R&(Dp(k)) #
R+R& S(a), dapre s le lemme 1(iv). Par ailleurs, tout e le ment . de R+R&
admet un de veloppement en se rie de la forme .(X )=+ # N7, +{0 a+z(X )+,
pour X # C&. On suit la de monstration du the ore me 5.2 de [CassM] pour
voir que, si & est un exposant directeur de . le long de R&, et p # I,
#$R&(Dp(k))(&) est nul. Mais #$R&(Dp(k))(&)=#R&(k)(Dp(k))(&&\(k)),
d’apre s la de finition de #R& (lemme 1). Alors, on de duit le re sultat de
(1.7). K
Pour pouvoir faire le de veloppement le long des murs, il est ne cessaire
de montrer que, pour tout I, ide al de codimension finie de S(a)W, on a:
Tout e le ment . de AI (a, k) est analytique sur a. (2.4)
Ceci est lie au syste me satisfait par .:
Dp(k).=0, p # I. (2.5)
Nous allons utiliser l’appendice A de [BD], qui est de nature e le mentaire,
car base uniquement sur les proprie te s des e quations diffe rentielles de type
Fuchs, a une variable, mais a coefficients dans un espace de Banach (ce qui
ne change pas grand chose). Afin de s’en servir, on montre aise ment, par
re currence sur le degre de p, que pour tout p # S(a), Tp(k, R+) peut s’e crire
comme une somme d’e le ments de A (cf. paragraphe 1.1) de la forme
fqw, ou w # W, q # S(a) est homoge ne de degre infe rieur ou e gal a
celui de p, et f est un produit de fonctions du type (1&e&:)&1, : # R+,
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dont le nombre de facteurs est infe rieur ou e gal au degre de p diminue du
degre de q (cf. le de but de la preuve du lemme A.1). Par ailleurs, pour tout
p # S(a)W, le symbole principal de Dp(k) est e gal a la composante
homoge ne de p de degre le degre de p. En outre, comme I est ide al de
codimension finie dans S(a)W, il en va de me^me du gradue de I et, comme
S(a) est un module de type fini sous S(a)W, l’ide al de S(a) engendre par ce
gradue est de codimension finie.
On fixe X0 # a. Ce qui pre ce de permet d’appliquer le the ore me A.1 de
[BD] a la famille d’ope rateurs diffe rentiels Dp , p # I, en identifiant aC a
Cdim a, et en fixant comme origine X0 , la famille d’hyperplans a conside rer
e tant les noyaux des racines (en fait, pour l’e tude au voisinage de X0 , on
peut se limiter a ceux passant par X0). Alors, comme . est une solution C
de (2.5), sa se rie de Taylor en X0 fournit une solution formelle du syste me.
Le the ore me A.1 de [BD] montre qu’il existe une solution locale de (2.5),
au voisinage de X0 dans aC , qui admet la me^me se rie de Taylor que . en
X0 . La diffe rence, , entre . et cette solution, est donc une solution locale
de (2.5), au voisinage de X0 dans a, dont la se rie de Taylor en X0 est nulle.
Pour H # a tel que la droite affine X0+CH ne rencontre qu’en X0
la re union des noyaux des racines nulles en X0 , on de finit H(t)=
(X0+tH ), pour t # R, assez petit. On montre, comme dans [BD], lemme
A.3, que H est la premie re composante d’une fonction a valeurs vec-
torielles ve rifiant un syste me a singularite s simples, i.e., comme dans
l’appendice C de cet article, (C.2), (C.3) mais dans le cas d’ une seule
variable, c’est a dire k=n=1. Supposons que H ne soit pas identiquement
nulle. Le the ore me A.1.4 et la proposition A.1.6 de [CassM] (par exemple)
montrent qu’alors elle peut s’e crire, pour t>0, petit, sous la forme:
H(t)= :
s, m
H, s, m(t) ts(log(t))m
ou H, s, m , s # C, m # N, est une famille finie de fonctions C sur [0, 1[, ne
s’annulant pas en ze ro.
Par ailleurs H est plate en ze ro, donc c’est un o(xl), pour tout l # N. Il
re sulte de [CaM], proposition A.2.1, que l’on a Re sl, pour tout l # N.
Une contradiction qui montre que H(t) est nulle pour t>0. On de montre
de me^me que c’est vrai pour t<0. Comme ceci est vrai pour tout H comme
ci-dessus et que  est C, cela implique, par densite , que  est nulle au
voisinage de X0 .
Ceci montre que . est analytique au voisinage de tout point de a,
comme de sire .
On de finit, pour &1 , &2 # a*, &1R& &2 (resp. &1<R& &2) si et seulement si
&1(X )&2(X ), X # C& (resp. &1(X )<&2(X ), X # C&).
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Gra^ce a (2.4), on peut e galement faire les de veloppements le long des
murs (cf. [CassM], paragraphe 6). Pre cisons certaines de leurs conse quen-
ces. Si P est une partie parabolique de R contenant R&, on note 7M ,
l’intersection de M=MP avec 7. Notons que 4"7M est e gal a 4"M. Si
X # aP et m # N4"M, on pose Xm=>* # 4"M *(X )m*. En proce dant comme
dans [D2], appendice, preuve de 2.2(i), on de duit des de veloppements
asymptotiques le long des murs, la proposition suivante:
Proposition 4. Soit . # A(a, k)W. On utilise les notations de la
proposition 2. On note SP (resp. L+P ) l ’ensemble des restrictions a aP des
e le ments de S (resp. des combinaisons line aires a coefficients entiers positifs
ou nuls d ’e le ments de R&). Alors:
(i) Il existe des fonctions analytiques sur aP, cP&, m , ou & de crit
SP&L+P et m de crit un sous-ensemble fini de N
4"M, telles que:
Pour tout R>0, il existe CR>0 tel que si X # aP ve rifie :(X )<&CR ,
pour tout : # NP , et si Y # aP satisfait &Y&R, on a:
.(X+Y )= :
&, m
cP&, m(Y ) X
me&(X )
Les fonctions cP&, m ve rifiant ces proprie te s sont uniques.
(ii) De plus, si Y # aP, et ve rifie :(Y )<0 pour tout : # 7M , on a:
cP&, m(Y )= :
+ # a*
C
, +|a P=&, m$ # N7M
c+, (m, m$) e+(Y )Ym$
ou (m, m$) est regarde comme un e le ment de N4.
On dit que & # (a*P)C est un exposant directeur de . le long de P, si cP&, m
est non nul pour un m et si cP&$, m$ est nul si &=&$++ avec + # L
+
P "[0]. Si
& # (a*P)C , on de finit une fonction .& sur a par:
.&(X+Y )=:
m
cP&, m(Y ) X
me&(X ), X # aP , Y # aP. (2.6)
Proposition 5. (i) Si & # (a*P)C est un exposant directeur de . le long
de P, et D # D(k), on a:
(D.)&=#$P(D)(.&)
(ii) L’ensemble des exposants de . le long de P est e gal a l ’ensemble
des restrictions a aP des exposants de . le long de R&.
(iii) Tout exposant directeur de . le long de P est la restriction a aP
d ’un exposant directeur de . le long de R&.
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De monstration. Pour (i) voir la de monstration du the ore me 5.2 de
[CassM] et celle du lemme 1.
(ii) est une conse quence imme diate de la proposition pre ce dente.
Enfin (iii) re sulte de (ii). K
Proposition 6. Soit . # A(a, k)W et | # a*. Les conditions suivantes
sont e quivalentes:
(i) Pour tout exposant directeur & de . le long de R&, on a
Re &R& |.
(ii) Il existe M0 et m0 tels que:
|.(X )|Me|(X )(1+&X&)m, X # C&
(iii) Pour tout p # S(a), il existe M0 et m0 tels que:
|p .(X )|Me|(X )(1+&X&)m, X # C &
De monstration. L’e quivalence de (i) et (ii) se montre comme dans
[CassM], the ore me 7.1. Par ailleurs le de veloppement de . dans la
proposition 2 peut aise ment e^tre de rive par p . On peut faire de me^me pour
les de veloppements le long des murs. Ceci permet de voir que (i) implique
aussi (iii). K
Corollaire 1. Si . # A(a, k)W, on a . # Atemp(a, k) si et seulement si
tous les exposants directeurs, &, de . le long de R& ve rifient Re &R&\(k).
En particulier ceux-ci sont imaginaires purs sur aR .
La de monstration de la proposition suivante est identique a celle du
the ore me 7.5 de [CassM], en tenant compte de la proposition A.2.
Proposition 7. On rappelle que k est e le ment de K1 , a valeurs re elles.
Soit p1 et . # A(a, k)W. Les conditions suivantes sont e quivalentes:
(i) Pour tout exposant directeur & de . on a Re &<R& 2p&1\(k).
(ii) . est un e le ment de L p(a, +k)
On note A2(a, k)W, le sous-espace de A(a, k)W forme de ses e le ments de
carre inte grable pour +k .
Proposition 8. (i) On a l ’e galite A2(a, k)W=A(a, k)W & C(a, k)W.
(ii) L’alge bre D(k) ope re sur A2(a, k)W, qui est somme directe de
sous-espaces propres pour cette action.
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De monstration. (i) re sulte de la proposition 7 et du corollaire de la
proposition 6. Donc l’alge bre D(k) ope re sur A2(a, k)W, puisqu’elle ope re
sur A(a, k)W et sur C(a, k)W (cf. Corollaire 1 du lemme 2 et proposition
A.1 ). Maintenant, si . # A2(a, k)W, l’espace V=D(k) . est de dimension
finie et est muni d’un produit scalaire tel que:
(Dp, $)=(, Dp*$), , $ # V, p # S(a)W
d’apre s (1.12). Comme S(a)W est engendre par des e le ments tels que
p= p*, l’action de D(k) sur V se diagonalise. K
3. TERME CONSTANT DES E LE MENTS DE Atemp(a, k )W
3.1.
Nous allons e tablir quelques lemmes pre liminaires, qui nous permettrons
de suivre ensuite le travail d’Harish-Chandra, [H-C1], au plus pre s. Soit
P une partie parabolique de R contenant R&. On de finit:
\P(k)= :
: # P
k::, \M(k)= :
: # M+
k: :
;P(X )= Inf
: # NP
:(X ), X # a
On remarque que \P(k) est WM -invariant, donc nul sur aP, ce qui permet
de le regarder comme un e le ment de (aP)*. De me^me, on peut regarder
\M(k) comme un e le ment de (aP)*
Lemme 4. Soit p # S(a). On note p$ l ’e le ment de S(a) tel que
p$(*)= p(*+\P(k)), * # a*.
(i) L’ope rateur Tp(k, R+)&Tp$(kM , M+) est une combinaison
line aire de produits d ’ope rateurs du type q , q # S(a) et 2; , ; # R+ et pour
lesquels au moins l ’un des facteurs est e gal a 2: , pour un e le ment : de &NP .
(ii) On a l ’e galite :
Tp$(kM , M+)=e&\P(k) b Tp(kM , M +) b e\P(k)
De monstration. Notant que:
\(k)=\M(k)&\P(k) (3.1)
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on a, pour tout X # a:
TX (k, R+)=TX (kM , M+)+\P(k)(X )+ :
: # &NP
k::(X ) 2: . (3.2)
Mais on a:
TX (kM , M+)+\P(k)(X )=TX$(kM , M+). (3.3)
D’ou (i) si p est de degre un. On montre ensuite (i) par re currence sur le
degre de p. Montrons (ii). Remarquant que \P(k) est WM -invariant, on a:
2: b e\P(k)=e\P(k) b 2: , : # M+ (3.4)
On en de duit aise ment l’assertion pour p de degre un, gra^ce a (3.3), puis
pour tout p, par re currence sur le degre de p. K
On note Ftemp, +, P(a, k), l’espace forme des . # Ftemp(a, k) tels que pour
toute partie finie F de S(a), il existe r>0 ve rifiant:
sk, +, Pp, r (.)= Sup
p # F, X # WM (C
&)
N&r(X ) e;P (X )(3k(X ))&1 |p.(X )|<+
(3.5)
De finition 1. On note U(R+) (resp. U(M+) ) l’alge bre engendre e par
les p , p # S(a) et 2: , : # R+ (resp. : # M+).
Lemme 5. Soit p # S(a) et r>0.
(i) Si T est e le ment de U(M+), il existe une partie finie F de S(a),
telle que, pour tout . # C(a), on ait:
sk, +, Pp, r (T(.))s
k, +, P
F, r (.)
(ii) Si T est e gal a 2: avec &: # NP , il existe une partie finie F de
S(a), telle que, pour tout . # C(a), on ait:
sk, +, Pp, r (T(.))s
k
F, r(.)
De monstration. On prend d’abord T e gal a 2: , : # M+. Soit F, l’orbite
sous W d’une base de l’espace des e le ments de S(a) de degre infe rieur ou
e gal au degre de p augmente de 1. En utilisant le lemme A.1(ii), ainsi que
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l’invariance de ;P , 3k et F sous WM , on voit qu’il existe C0 positif, tel que,
pour tout . # C(a), on ait:
|p(2:.)(X )|C0 sk, +, PF, r (.) Nr(X ) e
&;P(X )3k(X ),
(3.6)
si X # a et |:(X )|1.
Par ailleurs, gra^ce au lemme A.1(iv), on voit qu’il existe une constante
positive, C1 , telle que, pour tout . # C (a), on ait:
|p(2:.)(X )|C1 Sup
q # F, t # [0, 1]
|q.(X&t: )|, si X # a et |:(X )|1.
(3.7)
Mais on a:
|q.(X&t: )|sk, +, Pq, r (.)(1+&X&t: &)r e&;P(X&t: )3k(X&t: ),
(3.8)
t # [0, 1], X # a.
De plus, il existe une constante positive, C2 , telle que, pour tout t # [0, 1],
tout X # a, on ait:
e&;P(X&t: )C2e&;P(X )
et
(1+&X&t: &)rC2(1+&X&)r.
Joint a (3.7), (3.8) et au lemme A.2(ii), ces ine galite s impliquent qu’il existe
une constante positive C3 telle que:
|p(2: .)(X )|C3sk, +, PF, r (.) Nr(X ) e
&;P(X )3k(X ),
si X # a et |:(X )|1
Joint a (3.6) cela prouve (i) lorsque T est e gal a 2: , : # M+. Mais (i) est
clair si T est e gal a q , q # S(a). On en de duit imme diatement le re sultat
pour T # U(M +). Passons a (ii). Soit : # &NP On pose:
|(X ) :=|N&r(X ) e;P(X )(3k(X ))&1 p(2:.)(X )|.
Si :(X )&1, on a &:(X )&1, donc ;P(X )0. Ceci, joint a la majora-
tion de skp, r(2:(.)), donne e par le lemme 2(i), conduit a une majoration de
|(X ) du type voulu. Si :(X )<&1, on proce de comme dans (i), en rempla-
c ant l’utilisation du point (ii) du lemme A.1 par celle du point (iii) et en
remarquant que e:(X )e&;P(X ). Cela conduit imme diatement a la preuve
de (ii) K
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Le lemme suivant est une conse quence imme diate du lemme 2 et des
deux lemmes pre ce dents
Lemme 6. On reprend les notations du lemme 4. Si q est un e le ment de
S(a), r>0 et T est une combinaison line aire d ’ope rateurs de la forme
S(Tp(k, R+)&Tp$(kM , M+)), pour S # U(M +), p # S(a)W, il existe une
partie finie, F, de S(a) telle que:
sk, +, Pq, r (T(.))s
k
F, r(.), . # C
(a)
En particulier si . est e le ment de Ftemp(a, k), T(.) est e le ment de
Ftemp, +, P(a, k).
3.2.
On note dP(k) la fonction e\P(k) sur a.
Pour X variable dans aP , on dit que X P  s’il existe =>0 tel que,
pour tout : # NP , on ait
:(X )= &X&
:(X )  +
The ore me 1. Soit . # Atemp(a, k)W. Il existe un unique e le ment .P #
Atemp(a, kM)WM tel que:
lim
H P 
(dP(k)(X+H ) .(X+H )&.P(X+H ))=0, X # a
Nous allons suivre de pre s la de monstration d’Harish-Chandra dans le
cas des groupes (cf. [H-C1, paragraphe 21 et suivants]).
Soit I un ide al de codimension finie de S(a)W, tel que . appartienne a
Atemp, I (a, k)W=Atemp(a, k)W & AI (a, k)W. Soit V un supple mentaire de I
dans S(a)W engendre par des e le ments homoge nes et contenant 1. On rap-
pelle (cf. Paragraphe 2) que H est l’espace des polyno^mes W-harmoniques
sur a*C , dont on note HM l’intersection avec S(a)WM. On montre, comme
dans la proposition 1, que U1 :=VHM est un supple mentaire de I1 :=
S(a)WMI dans S(a)WM. On note J=[Dp(k) | p # I] et J1=[Dp(kM) | p # I1].
Alors U :=[Dp(kM) | p # U1] est un supple mentaire de J1 dans D(kM).
Identifiant D(kM)J1 a U, on dispose d’une action de D(kM) sur U. Si D
est e le ment de D(kM), on de finit un endomorphisme 1(D) de U* par:
(1(D) ’*, ’)=(’*, D’) , ’ # U, ’* # U*. (3.9)
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On note (’1 , ..., ’p) une base de U, avec ’1=1 et (’1*, ..., ’p*) sa base duale.
On de finit, pour . comme dans l’e nonce , une fonction 8 (note e si
ne cessaire 8(.)) sur a, a valeurs dans U*, par:
(8(X ), ’)=(’(dP(k) .))(X ), X # a, ’ # U. (3.10)
Ceci s’e crit aussi:
8= :
i=1, ..., p
’i (dP(k) .)’ i*. (3.11)
Si D est e le ment de D(kM), il existe des nombres complexes uniques, cij ,
tels que:
ui (D) :=D’i& :
j=1, ..., p
c ij ’j # J1 , i=1, ..., p. (3.12)
Identifiant U** a U et notant 1(D)* le transpose de 1(D), on a:
:
j=1, ..., p
cij ’j=1(D)* ’i (3.13)
On de finit une fonction sur a, 9D(.), ou 9D , par:
9D= :
i=1, ..., p
(ui (D)(dP(k) .))’i*. (3.14)
On remarque que 9D est une fonction sur a, WM -invariante, car c’est le cas
pour dP(k) et pour les ope rateurs ui (D). On a l’ e galite :
(D8)(X )=(1(D) 8)(X )+9D(X ), X # a, D # D(kM). (3.15)
Si on spe cialise a D=H # aP , on obtient un syste me diffe rentiel a coef-
ficients constants, avec second membre 9H . La me thode de la variation de
la constante conduit a :
8(X+TH )=eT1(H )8(X )+|
T
0
e(T&t) 1(H )9H(X+tH ) dt,
(3.16)
T # R, X # a, H # aP .
Comme les e le ments de U(M+) commutent a la translation par H, on en
de duit que pour tout T # R, X # a, H # aP, , S # U(M+):
(S8)(X+TH)=eT1(H)(S8)(X )+|
T
0
e (T&t) 1(H )(S9H)(X+tH ) dt. (3.17)
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Revenons a D e le ment de D(kM). Comme ui (D) est e le ment de J1 , c’est une
somme d’ope rateurs de la forme Dp(kM) Dq(kM) avec p # S(a)WM, q # I.
Comme les e le ments de J annulent ., on a, gra^ce au lemme 4(ii) et avec
ses notations:
Dp(kM) Dq(kM)(dP(k) .)=dP(k) Dp$(kM)(Dq$(kM)&Dq(k))(.). (3.18)
Le lemme 6 fournit alors une estimation de 9D , qui joue le ro^le de la
premie re ine galite du lemme 22.3 de [HC]. Plus pre cise ment:
Si D est e le ment de D(kM), S # U(M+) et r>0, il existe une partie finie,
F, de S(a) telle que, pour tout . # Atemp, I (a, k)W, tout X # WM(C&), et tout
H e le ment de l ’ensemble a +P des e le ments P-dominants de aP , on ait:
&((S9D)(.))(X+H )&skF, r(.) 3kM(X ) Nr(X ) Nr(H ) e
&;P(H). (3.19)
On a utilise pour cela le fait que les de rive es partielles de dP(k) lui sont
proportionnelles, l’ine galite : ;P(X+H )>;P(H ), pour X et H comme
ci-dessus, ainsi que l’e galite 3k(X+H ) dP(k)(X+H )=3kM(X ). Cette
dernie re e galite se prouve aise ment en remarquant que l’e le ment de plus
grande longueur de W, w0 , transforme \(k) en son oppose , donc \(k)(Y+)
=&\(k)(w0Y+).
L’analogue de la seconde ine galite du lemme 22.3 de [HC] re sulte des
remarques pre ce dentes et du lemme 2(i) et l’on a:
Soit S # U(M+) et r>0. Il existe une partie finie F de S(a) telle que, pour
tout . # Atemp, I (a, k)W, tout X # WM(C&), et tout H # a +P , on ait:
&(S8)(X+H )&skF, r(.) 3kM(X ) Nr(X ) Nr(H ). (3.20)
Alors la de monstration du the ore me est analogue a celle du the ore me
21.1 de [H-C1], paragraphes 21, 22, 23. Rappelons-en certains faits.
On note Q/(aP)*C l’ensemble des valeurs propres simultane es des
endomorphismes de U, 1(H ), H # aP , qui commutent entre eux. On note
Q0 l’ensemble des e le ments de Q dont la partie re elle, relativement a aP , est
nulle. On note Q+ l’ensemble des e le ments * de Q pour lesquels il existe
H # a+P tel que Re *(H )>0 et soit Q
& le comple mentaire dans Q de
Q0 _ Q+. Si * est un e le ment de Q, on note Q(*) le projecteur sur le sous
espace caracte ristique correspondant (sous-espace des vecteurs propres
ge ne ralise s pour cette valeur propre) paralle lement a la somme des autres,
et Q0 de signe la somme des Q(*), pour * e le ment de Q0. Pour * # Q, on
de finit 8* :=Q(*) 8 et si H est e le ment de aP , on pose E(*, H )=
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Q(*) e1(H )&*(H). Il est facile d’e tablir qu ’il existe C>0 et n # N, plus petit
que la dimension de U tels que pour tout * # Q:
&E(*, tH )&C(1+|t| )n (1+ &H&)n, t # R, H # a (3.21)
A noter que:
On peut remplacer, dans (3.17), (3.19),
et (3.20), 8 par 8* et 9H par Q(*) 9H (3.22)
Si * est un e le ment de Q0 _ Q+ et si H # a+P ve rifie:
Re *(H )+;P(H )>0 (3.23)
on montre, en utilisant l’estimation (3.19) de 9H et (3.21), que l’expression
suivante est bien de finie:
8*, (X, H )=8*(X )+|
+
0
(Q(*) e&t1(H ))(9H(X+tH )) dt, X # a.
(3.24)
Il faut toutefois se ramener, par WM -invariance, au cas ou X est stricte-
ment antidominant relativement a M+. Alors, H e tant fixe , il existe C>0,
et, pour tout X e le ment de la chambre de Weyl positive C &M , relativement
a M&=&M+, il existe T(X )>0 tels que l’on ait:
X+tH # C&, t>T(X ) (3.25)
T(X )C &X& (3.26)
Comme les e le ments de U(M+) commutent a la translation par H, on
de duit de (3.19) que, pour tout S # U(M+), on a:
S8*, (X, H )=S8*(X )+|
+
0
(Q(*) e&t1(H ))(S9H(X+tH )) dt, X # a.
(3.27)
De l’e quation pre ce dente et de (3.17), (3.22), on de duit que pour
S # U(M +)
S8*, (X, H )= lim
t  +
(Q(*) e&t1(H))(S8(X+tH )) (3.28)
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ce qui admet pour conse quence imme diate:
S8*, (X+TH, H )=Q(*) eT1(H)S8*, (X, H ), T # R. (3.29)
Comme dans [HC1], preuve du lemme 22.7, on montre que:
8*, (X, H ) est identiquement nul si Re *(H )>0 (3.30)
puis comme dans l.c. Lemme 22.8:
8*, (X, H ) ne de pend pas de H ve rifiant la condition (3.22) (3.31)
On le fait donc dispara@^tre de la notation.
En particulier,
8*, (X ) est nul si * # Q+ (4.32)
On pose 8*,  #0 si * # Q&.
La proposition suivante admet une de monstration analogue a celle du
the ore me 22.1 de l.c., en utilisant ce qui pre ce de et l’analogue des lemmes
22.9 a 22.13 de l.c.
Proposition 9. Soit $12, $>0, et tel que pour tout * # Q&, H # a+P ,
on ait:
Re *(H )&$;P(H )
(cf., par exemple l.c. p. 161, pour l ’existence de $ ).
Soit * # Q, H # a+P , S # U(M
+). Pour tout X # a, T>0, on a:
&S8*(X+TH )&S8*, (X+TH )&
e&T$;P(H) {&E(*, TH )& &S8(X )&
+|
+
0
&E(*, (T&t) H)& &S9H (X+tH )& et;P(H )2 dt= .
On pose alors:
((.) := :
* # Q0
8*,  . (3.33)
On notera parfois ( en abre ge .
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Alors, on montre comme dans l.c., lemme 23.2, que:
D(=1(D) (, D # D(kM). (3.34)
Ce qui implique, par une inte gration:
((X+tH )=et1(H)((X ), H # aP , X # a (3.35)
De (3.34) on de duit que ( est D(kM)-finie.
ll est facile de voir, gra^ce a la proposition 9, que la fonction de finie par:
.P(X )=(((X ), ’1) (3.36)
ve rifie les proprie te s du the ore me 1. L’unicite se prouve comme dans l.c.,
lemme 21.3. Ceci ache ve de prouver le the ore me 1.
3.3. Proprie te s du terme constant
On regroupe dans le the ore me suivant des proprie te s importantes du
terme constant.
The ore me 2. (i) Soit $ comme dans la Proposition 9. On fixe #>0.
Soit S # U(M+) et r>0. Il existe une partie finie F de S(a) et =>0 tels
que, pour tout H # a+P ve rifiant ;P(H )># &H&, . # Atemp, I (a, k)
W, et
X # WM(C&), on ait
&(S(8&())(X+H )&skF, r(.) 3kM(X ) Nr(X ) Nr(H) e
&$;P(H )2
et donc aussi:
|(S(dP.&.P))(X+tH )|skF, r(.) 3kM(X ) Nr(X ) Nr(H ) e
&$;P(H )2.
(ii) Soit . # Atemp(a, k)W. On utilise les notations de la Proposition 5.
Si & # (a*P)C est un exposant de . le long de P tel que Re &=&\P(k), c’est
un exposant directeur. On a l ’e galite :
.P= :
& # (a*P)C , Re &=&\P(k)
e\P(k).& .
(iii) Pour . # Atemp(a, k)W et D # D(k), on a:
(D.)P=#RP(D) .P .
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(iv) Soit Q une partie parabolique de R contenant P. Alors P & MQ est
une partie parabolique de MQ contenant M &Q et pour . comme ci-dessus,
on a:
.P(X )=(.Q)P & MQ (X ), X # a.
De monstration. (i) L’expression (3.33) de (, joint a la proposition 9
permet d’estimer le premier membre de la premie re ine galite de (i), en
e crivant H=TH$ avec T>0 et ;P(H$)=1, dans l’inte grale de la
Proposition 9. Alors, en tenant compte de (3.19), (3.21), de l’ine galite
1+|T&t|(1+T )(1+|t| ), l’ine galite voulue re sulte de notre hypothe se
sur H qui implique:
&H$&#&1. (3.37)
A noter que la division par 2 dans l’exponentielle est ne cessaire, en raison
de l’estimation de &E(*, H )& qui fait appara@^tre un facteur polynomial en
&H& (cf. (3.21)).
(ii) Soit & un exposant de . le long de P tel que Re &=&\P(k).
Montrons que c’est un exposant directeur. En effet, supposons que
&$=&++, avec + # L+P "[0], soit un exposant de . le long de P. Alors,
d’apre s la proposition 5(ii), il existe un exposant &" # a*C de . le long de
R&, dont la restriction a aP est e gale a &$. Soit X un e le ment de a+P , donc
de l’adhe rence de C&. On a clairement:
Re &"(X )=Re &$(X )>Re &(X )=&\P(k)(X )=&\(k)(X ).
Or, d’apre s le corollaire de la proposition 6, comme &" est un exposant de
. le long de R&, on a:
Re &"(X )\(k)(X ).
Une contradiction qui montre notre assertion. Gra^ce a la proposition 5(i),
on en de duit que le membre de droite de l’e galite de (ii) est un e le ment de
A(a, kM). Son invariance sous WM re sulte de la proposition 4(i). Mon-
trons qu’il ve rifie la me^me proprie te asymptotique que .P . D’apre s la tem-
pe rance de . et les proprie te s de S (cf. Proposition 2), on voit que pour
tout & # S, Re &&\(k) est une combinaison line aire, a coefficients ne gatifs
ou nuls, de 7. En effet pour & # S et : # 7, d’apre s la de finition de S, il
existe un exposant de . de la forme &+; # 7"[:] n;;, avec n; # N. Tenant
compte du corollaire de la proposition 6, on de duit la proprie te voulue
pour &. Ceci joint a la proposition 4(i) et aux proprie te s des se ries entie res
conduit a la proprie te asymptotique voulue. Alors (ii) re sulte de l’unicite
dans le the ore me 1; Le point (iii) re sulte de (ii) et de la proposition 5(i).
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Prouvons (iv). Le point (ii) joint a la proposition 4 permet d’e crire,
pour X dans un ouvert non vide de a, les deux membres de l’e galite a l’aide
des de veloppements asymptotiques de . le long de R&, ce qui conduit
a l’e galite voulue sur cet ouvert. Le re sultat s’e tend par prolongement
analytique. K
3.4.
De finition 2. On dit que . est vecteur propre (resp. vecteur propre
ge ne ralise ) sous D(k), pour la valeur propre * # a*C , si et seulement si, pour
n=1 (resp., pour un n # N):
(Dp(k)& p(*))n .=0, p # S(a)W.
On note A(a, k, *)W l’ensemble des fonctions C sur a, W-invariantes,
qui sont vecteurs propres sous D(k), pour la valeur propre * # a*C .
D’apre s Opdam (cf. [O2, the ore me 5.7]), il existe un sous-ensemble fini,
W-invariant, e ventuellement vide, a*disc(k) de a* tel que, pour tout * # a*C , on a:
L’espace A2(a, k, *)W:=L2(a, +k) & A(a, k, *)W est non
nul si et seulement si * appartient a a*disc(k). Alors cet
espace est de dimension 1
(3.38)
De finition 3. Un sous-espace affine re el de a*C est dit k-tempe re si et
seulement si il est conjugue sous W a un sous-espace de la forme 4+ia*P ,
ou P est une partie parabolique de R contenant R& et 4 est un e le ment de
(aMP)*disc (kMP). Ici on a confondu MP et l ’ensemble de ses restrictions a
aMP, que l ’on regarde comme un syste me de racines dans aMP. Si
(aMP)*disc (kMP) est non vide, on dit que P est k-cuspidale.
Proposition 10. Soit . # Atemp(a, k)W.
(i) Si aR est nul, . est un e le ment de L2(a, +k) si et seulement si .P
est nul pour toute partie parabolique de R contenant R& et distincte de R&.
(ii) On suppose . non nulle et D(k)-propre ge ne ralise e pour la valeur
propre *. Soit P une partie parabolique de R, contenant R&, minimale parmi
celles ve rifiant .P {0. Alors P est k-cuspidale et pour tout Y # aP , la fonc-
tion de finie sur aMP par X [ .P(X+Y ) est un e le ment de A2(aMP, kMP)
WMP.
Enfin .P est la somme de fonctions D(kMP)-propres ge ne ralise es pour des
valeurs propres de la forme 4+&, avec 4 # (aMP)*disc (kMP) et & # ia*P tels que
4+& et * soient conjugue s par un e le ment de W. En particulier * appartient
a un sous-espace k-tempe re .
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De monstration. (i) Si . est e le ment de L2(a, +k), d’apre s la proposition 7,
tout exposant directeur & de . le long de R& s’e crit:
Re &=\(k)+ :
: # 7
m::
ou tous les m: sont strictement positifs. Montrons que .P est nul pour
toute partie parabolique de R contenant R& et distincte de R&. En effet,
si .P est non nul, d’apre s le the ore me 2(ii), il existe un exposant directeur
de . le long de P dont la partie re elle est e gale a \P(k). Par ailleurs, d’apre s
la proposition 5(ii), tout exposant directeur de . le long de P est la restric-
tion d’un exposant directeur de . le long de R&. Donc P doit e^tre e gal a
R&, d’apre s ce qui pre ce de.
Re ciproquement, supposons que .P est nul pour toute partie paraboli-
que de R contenant R& et distincte de R&. Montrons que tout exposant
de . le long de R& ve rifie:
Re &=\(k)+ :
: # 7
m::
ou tous les m: sont strictement positifs. La tempe rance de . implique seule-
ment que les m: sont positifs ou nuls. Supposons qu’au moins un soit nul
et notons P la partie parabolique de R, contenant R&, tel que 7MP soit e gal
a [: # 7 | m: {0]. Elle est distincte de R&. On note &$ la restriction de &
a aP . Sa partie re elle est e gale a &\P(k). Alors .&$ est non nulle et con-
tribue a .P . L’inde pendance line aire des exponentielles-polyno^mes et le
the ore me 2(ii) impliquent que .P est non nul. Une contradiction qui
montre que tous les m: sont strictement positifs, comme de sire . Gra^ce a la
proposition 7, on en de duit que . est e le ment de L2(a, +k).
(ii) est une conse quence imme diate de (i) et du corollaire de la
Proposition 6. K
Le fait suivant est crucial pour nous et pallie au de faut de re gularite des
e le ments de a*disc(k). C’est une conse quence facile du travail de G. Heckman
et E. Opdam [HO2] joint a celui de Opdam [O2] (voir plus bas):
Deux sous espaces tempe re s inclus l $ un dans l $ autre sont e gaux
(3.39)
En effet, la de finition des espaces re siduels dans [HO2], de finition 1.4,
coincide avec celle de [O2, (3.3)]. Il en va de me^me pour la notion de
point distingue . Il re sulte de la de finition 3.6 et du the ore me 5.7 de [O2],
qu’un point cuspidal dans notre sens est distingue . Alors, avec les notations
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et les hypothe ses sur 4 et P de la de finition 3, on voit que 4+a*P est
re siduel, ainsi que ses conjugue s sous W. La remarque (3.14) de [HO2]
permet de conclure.
4. FAMILLES HOLOMORPHES DE FONCTIONS PROPRES
SOUS D(k)
Dans toute cette section, on se fixe une partie parabolique de R
contenant R&, P, et on note M=MP et N=NP .
4.1.
Si & # (a)*C , on note I& (resp. J M& ), l’ide al de S(a)
W (resp. S(a)WM) forme
de ses e le ments s’annulant en &. On rappelle que HM de signe l’intersection
de l’espace des polyno^mes W-harmoniques avec S(a)WM et que l’on a
S(a)WM=S(a)W HM . On note ?M& la repre sentation de S(a)
WM dans HM ,
identifie a S(a)WMS(a)WM I& , par passage au quotient de l’injection
naturelle de HM dans S(a)WM.
Lemme 7. (i) Pour tout p # S(a)WM, ?M& ( p) de pend polynomialement de
& # a*C .
(ii) Si & est re gulier par rapport a W, la repre sentation ?M& est
isomorphe a la somme directe w # WM "W S(a)
WMJ Mw& de S(a)
WM-modules de
dimension 1.
(iii) On a:
det(zId&?M& ( p))= ‘
w # WM"W
(zId& p(w&)),
z # C, & # a*C , p # S(a)WM.
De monstration. (i) Soit h1 , ..., hr une base de HM . Soit p # S(a)WM,
h # HM . On e crit:
ph= :
i=1, ..., r
pi hi , ou pi # S(a)W, i=1, ..., r.
Alors on a:
ph= :
i=1, ..., r
( pi& pi (&)) hi+ :
i=1, ..., r
pi (&) hi .
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Comme pi& pi (&) # I& , on a:
?( p) h= :
i=1, ..., r
pi (&) hi
Ceci prouve (i).
Montrons (ii). Traitons d’abord le cas ou M=<. Soit & re gulier par
rapport a W. La repre sentation de dimension finie de S(a), ?<& admet au
moins un sous-module irre ductible, donc de la forme S(a)S(a) J <* , pour
un * # a*C . Comme, pour p # S(a)W, ?<& ( p) est la multiplication par p(&), *
est ne cessairement de la forme w0&, pour un e le ment w0 de W. Mais W agit
naturellement sur H, de fac on compatible avec ?<& . On en de duit que pour
tout w # W, S(a)J <w& appara@^t comme sous-repre sentation de ?
<
& . Comme
& est re gulier par rapport a W, les w& sont 2 a 2 distincts. La dimension de
H e tant e gale a Card(W), on en de duit l’isomorphisme de (ii), pour
M=<. On le note j <& .
Revenons a M quelconque. Pour & comme ci-dessus et w # W, on note
hw& # H l’image re ciproque par j <& de la classe de 1 dans S(a)S(a) J
<
w& . Si
x # WM , j <& (xhw&) est e le ment de S(a)S(a) J
<
xw& . On en de duit que la
somme hWMw :=x # WM xhw& est un e le ment non nul de HM se transfor-
mant par ?M& par le caracte re de S(a)
WM donne par l’e valuation en w&. La
re gularite de & montre que la repre sentation ?M& admet une sous-repre senta-
tion isomorphe a w # WM "W S(a)
WMJ Mw& . Il reste, pour achever de prouver
(ii), a s’assurer que HM est de dimension e gale au cardinal de WWM .
Le S(a)W-module S(a) (resp. S(a)WM) est naturellement isomorphe au
S(a)W-module libre S(a)WH (resp. S(a)W HM), la premie re affirmation
e tant classique et la seconde une conse quence imme diate de la premie re.
Joint a [War], proposition 2.1.5.10, cela implique que la dimension de HM
est bien e gale au cardinal de WWM .
Montrons (iii). Si & est W-re gulier, (iii) re sulte de (ii). On passe au cas
ge ne ral gra^ce a (i). K
4.2. Fonctions IIhol , premie res proprie te s
Soit =>0 et {>0. On note (aM)=* :=[& # (aM)*C | &Re &&<=].
Soit Fhol (a, k, =, {) l’espace des fonctions ., C sur (aM)=*_a telles que,
notant pour & # (aM)=*, X # a, .&(X ) :=.(&, X ), on ait:
& [ p.&(X ) est holomorphe sur (aM)=*, X # a, p # S(a). (4.1)
Pour toute partie finie F de S(a), il existe r>0 tel que sk, =, {F, r (.)<+
(4.2)
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ou
sk, =, {F, r (.) := Sup
p # F, & # (aM)*= , X # a
( &: X )&r 3 &1k (X ) e
&{ &Re && &X& |p .&(X )| (4.3)
avec (& : X )=(1+&&&)(1+&X&).
On a l’analogue du lemme 2:
Lemme 8. Soit r>0. Soit p # S(a) (resp. : # R+). On note T l ’ope rateur
p (resp., 2:).
(i) Si q est un e le ment de S(a), il existe une partie finie, F, de S(a)
telle que, pour tout =$>0, ve rifiant =$=, et . # C(a_(aM)=*):
sk, =$, {q, r (T(.))s
k, =$, {
F, r (.).
(ii) L’espace Fhol (a, k, =, {) est invariant par U(R+), et en particulier
par T(k, R+).
De monstration. C’est une conse quence imme diate des lemmes A.1(ii),
(iv) et A.2(ii) joints a :
e&{&Re && &X&t: &e{= &: &e&{ &Re && &X&, 0t1, & # (aM)=* (4.4)
puisque &X&t: &&X&&&t: & K
Soit Q une partie parabolique de R contenant R&. On de finit, pour F
partie finie de S(a), r>0 et . # C(a_(aM)=*):
sk, =, {, +, QF, r (.) := Sup
p # F, & # (aM)*= , X # WMQ(C
&)
(& : X )&r 3 &1k (X )
_e&;Q(X )e&{ &Re && &X& |p.&(X )| (4.5)
On note Fhol, +, Q(a, k, =, {) l’ensemble des e le ments . de Fhol (a, k, =, {) tels
que, pour tout p # S(a), il existe r>0 ve rifiant:
sk, =, {, +, QF, r (.)<+.
La de monstration du lemme suivant est analogue a celle du lemme 5, en
tenant compte de (4.4):
Lemme 9. Soit p # S(a) et r>0.
(i) Si T est e le ment de U(M +Q ), il existe une partie finie F de S(a),
telle que, pour tout =$ ve rifiant 0<=$=, pour tout . # C(a_(aM)*=$), on
ait:
sk, =$, {, +, Qp, r (T(.))s
k, =$, {, +, Q
F, r (.)
269TRANSFORMATION DE FOURIER HYPERGE OME TRIQUE
(ii) Si T est e gal a 2: avec &: # NQ , il existe une partie finie F de
S(a), telle que, pour tout =$ ve rifiant 0<=$=, tout . # C(a_(aM)*=$),
on ait:
sk, =$, {, +, Qp, r (T(.))s
k, =$, {
F, r (.).
Le lemme suivant admet une de monstration analogue a celle du lemme 6.
Lemme 10. On reprend les notations du lemme 4. Si q est un e le ment de
S(a), r>0 et T est une combinaison line aire d ’ope rateurs de la forme
S(Tp(k, R+)&Tp$(kMQ , M
+
Q )), pour S # U(M
+
Q ), p # S(a)
W, il existe une
partie finie, F, de S(a) telle que, pour tout =$ ve rifiant 0<=$=, on ait:
sk, =$, {, +, Qq, r (T(.))s
k, =$, {
F, r (.), . # C
(a_(aM)*=$)
En particulier si . est e le ment de Fhol (a, k, =$, {), T(.) est e le ment de
Fhol, +, Q(a, k, =$, {).
De finition 4. Soit 4 # (aM)*disc (kM). On dit qu’une fonction C sur
a_(aM)=*, ., est une fonction IIhol (4, k, =, {) si et seulement si . est un
e le ment de Fhol (a, k, =, {) qui ve rifie, pour tout & # (aM)=*:
.& est invariante par W et propre sous D(k) pour la valeur propre 4+&
(4.6)
Notez que si & # ia*M , .& est un e le ment de Atemp(a, k, 4+&).
Soit & # (aM)*C . On s’inte resse au cas ou l’ide al I du paragraphe 3.2 est
e gal a I4+& . On fixe Q une partie parabolique de R contenant R& et on
remplace P par Q dans le paragraphe 3.2. On prend V e gal a C1, de sorte
que U1 est e gal a HMQ et U est inde pendant de &. On note, pour
D # D(kMQ), 1&(D) l’endomorphisme de U* note 1(D) dans 3.2. Il re sulte
du lemme 7:
Lemme 11. Pour D # D(kMQ), 1&(D) est polynomial en & # (aM)*C . De
plus:
det(zId&1&(Dp(kMQ)))= ‘
w # WMQ"W
(z& p(w(4+&))),
z # C, & # (aM)*C , p # S(a)WMQ
On remarque que, si H est un e le ment de aQ , DH(kMQ)=H. On peut
fixer un sous-ensemble de W, W, tel que, pour tout w # W, il existe un
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unique w$ # W tel que w(4+&) |aQ=w$(4+&) |aQ , pour tout & # a*M . Alors, il
existe des entiers naturels non nuls nw , w # W, ve rifiant:
det(zId&1&(H))= ‘
w # W
(z&(w(4+&))(H ))nw,
(4.7)
z # C, & # (aM)*C , H # aQ .
On note:
W0 :=[w # W | w4 |aQ=0]. (4.8)
On utilise les notations de l’appendice B. On prend b=aQ . On note, pour
w # W, Q&(w) le projecteur P&(w(4+&) |aQ) et on pose E&(w, H ) :=
Q&(w) e1&(H )&w(4+&)(H ). On note Q0& le projecteur sur la somme des sous-
espaces caracte ristiques de 1& regarde comme repre sentation de b=aQ ,
pour les valeurs propres simultane es (w(4+&)) |aQ , w # W
0, paralle lement a
la somme des autres sous-espaces caracte ristiques.
Lemme 12. Soit =0 :=15 infw # W"W 0 &w4 |aQ &.
(i) Il existe un polyno^me non nul, q, sur (aM)*C tel que, pour tout
w # W, l ’application &  q(&) Q&(w) soit polynomiale en & # (aM)*C , de me^me
que &  q(&) Q0& , avec en outre l ’e galite :
q(&) Q0&= :
w # W0
q(&) Q&(w), & # (aM)*C
(ii) L’application &  Q0& est holomorphe sur (aM)*2=0 .
(iii) Il existe C>0 et m # N tels que, pour tout w # W,
&q(&) Q&(w)&C(1+&&&)m, & # (aM)*C ,
et
&q(&) Q&(w) e1&(H )&C(1+&&&)m (1+&H&)m eRe w(4+&)(H ),
& # (aM)*C , H # aQ .
(iv) Il existe C>0 et m # N tels que:
&Q0& &C(1+&&&)m, & # (aM)*=0
et:
&Q0& e
1&(H)&C(1+&&&)m (1+&H&)m eSup[Re w&(H ) | w # W0],
& # (aM)*=0 , H # aQ .
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De monstration. Soit p0 un polyno^me non nul sur (aM)*C tel que, pour
tout & # (aM)*C , l’e galite w(4+&) |aQ=w$(4+&) |aQ pour deux e le ments
distincts, w, w$, de W, implique la nullite de p0(&) (on peut prendre
un produit de fonction affines bien choisies). Donc, si p0(&) est non nul
les w(4+&) |aQ , w # W, sont deux a deux distincts et l’on a: Q
0
&=
w # W0 Q&(w). On de duit de la proposition 3 de l’appendice B, l’existence
d’un multiple de p0 satisfaisant (i). Montrons (ii). Soit &0 # (aM)*2=0 et mon-
trons l’holomorphie de Q0& au voisinage de &0 . On e crit [w&0 |aQ | w # W
0]=
[*1 , ..., *n], qui est inclus dans l’ouvert (aMQ)*2=0 . On choisit =1<=0 tels que
les boules Ui de centre *i et de rayon =1 , dans (aMQ)*C , soient contenues
dans (aMQ)*2=0 et deux a deux disjointes. En utilisant les notations et le
re sultat de la proposition 1 de l’appendice B et en tenant compte du lemme
11 on voit que les QUi sont holomorphes au voisinage &0 . Il suffit donc,
pour prouver (ii), de voir que la somme de ces projecteurs est e gale a Q0& ,
pour & # (aM)*2=0 , ve rifiant &&&&0 &<=1 . Comme les U i sont deux a deux
disjoints cette somme est e gale a :
:
* # i=1, ..., n Ui & Sp(1&)
P&(*).
Si * # Ui & Sp(1&), on a *=w(4+&) |aQ , pour un w # W, avec &w(4+&) |aQ
&*i &<=1 . En se parant partie re elle et imaginaire, en tenant compte des
proprie te s de & et *i , et en utilisant l’ine galite triangulaire, on voit que
l’on a:
&w4 |aQ &<4=0+=1<5=0 , car & # (aM)*2=0 .
D’apre s la de finition de =0 , cela implique w # W0.
Re ciproquement si w # W0, et &&&&0 &<=1 , e crivant w&0 | aQ=* i pour un
i, on a &w& |aQ&*i &<=1 , donc w& |aQ est un e le ment de Ui . On en de duit
l’e galite cherche e, ce qui ache ve de prouver (ii).
La premie re ine galite de (iii) re sulte de (i). On a: Q&(w) e1&(H )=
Q&(w) eQ&(w) 1&(H) et Q&(w) 1&(H ) admet (w(4+&))(H) comme seule valeur
propre. De plus q(&)(Q&(w) 1&(H ))k=q(&) Q&(w)(1&(H ))k et cette expres-
sion est polynomiale en & et H. Alors, la seconde ine galite de (iii) re sulte
de la premie re, gra^ce au lemme suivant de N. Wallach, qui ge ne ralise un
re sultat de Harish-Chandra (cf. [Wal], lemme 12.A.2.4):
On munit l ’espace des matrices carre es complexes d ’ordre p de la norme
de Hilbert-Schmidt. Si A est une telle matrice et z1 , ..., zr ses valeurs propres,
on a:
&eA&p12eMaxi=1, ..., r Re zi (1+&A&) p&1. (4.9)
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Prouvons (iv). Il re sulte de (iii), qu’il existe des constantes C$>0 et m$ # N
telles que:
&q(&) Q0& &C$(1+&&&)
m$, & # (a)*C .
On utilisera aussi le re sultat suivant (appele ‘‘argument de division’’ dans
la suite) (cf. [E, the ore me 1.4, p. 8]:
Soit Q un polyno^me a valeurs complexes dans les variables z1 , ..., zn . Il
existe des constantes :, ;, telles que pour tout z0=(z01 , ..., z
0
n) # C
n, pour tout
\>0, pour toute fonction holomorphe au voisinage de B=[z=(z1 , ..., zn) |
|zj&z0j |\, pour tout j ], on ait la proprie te suivante:
Si |Q(z) F(z)|C, z # B, on a |F(z0)|:C\&;.
On prend ici \==0 . Si &0 # a*=0 et &&&&0&<\& , on a & # a*2=0 et 1+&&&
(1+&&0&)(1+\). D’ou l’on de duit le re sultat voulu. K
Pour une fonction IIhol (4, k, =, {), ., et & # (aM)=*, D # D(kMQ), on intro-
duit les fonction 8(.&) (cf. (3.10), (3.11)) et 9D(.&) (cf. (3.14)). On a
l’analogue des e quations (3.15), (3.16), (3.17), ou . est remplace par .& ,
e quations qu’on notera respectivement (3 bis.15), (3 bis.16), (3 bis.17). On
a e galement l’analogue (3 bis.19) (resp. (3 bis.20), de (3.19) (resp. (3.20))
ou . est remplace par .& , & de crit (aM)=*, skF, r est remplace , dans le membre
de droite de l’ine galite , par sk, =, {F, r (.) e
{ &Re && &X&e{ &Re && &H&. On aussi
l’analogue (3 bis.22) de (3.22).
On notera:
W+=[w # W | il existe H # a+Q avec w(4)(H )>0],
(4.10)
W& :=W"(W0 _ W+)
Il est clair qu’on peut choisir =1>0, plus petit que =0 et, pour tout
w # W0 _ W+, on peut choisir H # a+Q tels que:
Re(w(4+&))(H )+;Q(H )>{ &Re && &H&, & # (aM)*=1 (4.11)
On remarque qu’ en prenant =1 assez petit, on peut choisir H # a+Q qui con-
vient pour tout w # W0, ce que l’on fait dans la suite. On de finit
8w(.&)=Q&(w) 8(.&). Alors l’expression suivante est bien de finie, pour
X # a, & # (aM)*=1 et w, H satisfaisant (4.11):
(8w, (.&))(X, H )
=(8w(.&))(X )+|
+
0
(Q&(w) e&t1&(H ))(9H(.&)(X+tH )) dt. (4.12)
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On a facilement, pour w, H satisfaisant (4.11), l’analogue (3 bis.27) de
(3.27), qui joint a (3 bis.17), implique les analogues (3 bis.28), (3bis.29) de
(3.28), (3.29), pour & # (aM)*=1 , ou . est remplace par .& , * par w, etc... On
choisira en outre =1 assez petit pour qu’ il existe, pour tout w # W+, un
e le ment H de a+Q ve rifiant:
Re(w(4+&))(H)>{ &Re && &H&, & # (aM)*=1 . (4.13)
On a l’analogue du lemme 22.7 de [HC1] (cf. (3.30)):
((8w, )(.&))(X, H ) est identiquement nul si w # W+
et H # a+Q satisfait (4.13) (4.14)
puis comme dans l.c. Lemme 22.8 (cf. (3.31)):
8w, (X, H ) ne de pend pas de H # a+Q ve rifiant la condition (4.11).
(4.15)
On le fait donc dispara@^tre de la notation.
En particulier
(8w, (.&))(X ) est nul si w # W+. (4.16)
On va expliciter l’analogue des lemmes 22.9 a 22.12 de [HC1] pour les
familles de fonctions, qui conduiront a l’analogue de la proposition 9 de
notre article. Nous avons omis cette explicitation pour le cas d’une seule
fonction, car les re sultats et preuves son les me^mes que dans l.c.. Nous
traitons de famille holomorphes, de pendant de & dans un ouvert de (aM)*C ,
a la diffe rence d’Harish-Chandra qui traite de familles de pendant de
& # ia*M . Ceci implique quelques variations dans les e nonce s, qui rendent
ne cessaire, a nos yeux, cette explicitation.
Soit w # W+, H # a+Q et & # (aM)*=1 satisfaisant:
Re(w(4+&))(H )+;Q(H )2>{ &Re && &H&. (4.17)
On peut appliquer (4.16) que l’on reporte dans (4.12) ou l’on change X en
X+TH. On effectue ensuite le changement de variable t$=t+T. Cela
conduit, pour S # U(M+) a :
(S(8w(.&)))(X )=&|
+
T
(Q&(w) e(T&t) 1&(H ))((S(9H(.&)))(X+tH )) dt
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expression que l’on majore gra^ce a (4.17), en tenant compte du fait que
t&T est positif. On obtient, pour w # W+, X # a, H # a+Q , & # (aM)*=1
satisfaisant (4.17) et T0:
&(S(8w(.&)))(X+TH)&
e&(T;Q(H)2)+{T &Re && &H&_|
+
0
&E&(w, (T&t) H )&
_&(S(9H(.&))(X+tH )& e(t;Q(H )2)&{t &Re && &H& dt (4.18)
Soit w # W, H # a+Q , et & # (aM)*=1 satisfaisant:
Re(w(4+&))(H)+(12) ;Q(H ){ &Re && &H&. (4.19)
On voit, gra^ce a (3 bis.17), que l’on a, pour X # a, S # U(M+), et T>0:
&(S(8w(.&)))(X+TH )&
e&(T;Q(H )2)+{T &Re && &H& {&E&(w, TH )& &(S(8(.&)))(X )&
+|
+
0
&E&(w, (T&t) H )& &(S(9H(.&))(X+tH )&
_e(t;Q(H)2)&{t &Re && &H& dt=. (4.20)
Si w # W&, w4 |aQ est une combinaison line aire a coefficients ne gatifs non
tous nuls d’e le ments de NQ restreints a aQ . Donc, il existe $1>0, tels que:
Re w4(H )&$1 ;Q(H ), H # a+Q , w # W
&.
Soit #>0. On suppose que H # a+Q ve rifie:
# &H&<;Q(H ). (4.21)
On peut donc choisir $, =2>0, ne de pendant que de #, avec $14 et
2=2=1 , tels que, pour tout H comme ci-dessus, on ait:
Re w(4+&)(H )&$;Q(H), H # a+Q , & # (aM)*=2 , w # W
& (4.22)
&Re(w&)(H )&$;Q(H ), H # a+Q , & # (aM)*=2 , w # W
& (4.23)
{ &Re && &H&;Q(H )4, H # a+Q , & # (aM)*2=2 . (4.24)
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Alors, tenant compte de (3 bis.16), et en majorant t$ par t2, pour t>0,
on montre, en partant de (4.12), que, pour X # a, S # U(M +), w # W&,
H # a+Q satisfaisant (4.21) et & # (aM)*2=2 , T>0, on a:
&(S(8w(.&)))(X+TH )&
e&T$;Q(H) {&E&(w, TH )& &(S(8(.&)))(X )&
+|
+
0
&E&(w, (T&t) H )& &(S(9H(.&)))(X+tH )& et;Q(H )2dt=.
(4.25)
Montrons enfin que, pour X # a, S # U(M+), w # W0, H # a+Q satisfaisant
(4.21), & # (aM)*2=2 et T>0, on a:
&(S(8w(.&)))(X+TH )&(S(8, w(.&)))(X+TH)&
e&T$;Q(H )_|
+
0
&E&(w, (T&t) H )&
_&(S(9H(.&)))(X+tH )& et;Q(H )2 dt. (4.26)
On obtient une expression du premier membre de l’ine galite en utilisant
(3bis.27) en changeant X en X+TH, puis en effectuant le changement de
variable t$=t+T. L’ine galite voulue re sulte de (4.22) et du fait que $<12.
On pose 8w(.&)=0 si w # W&.
On de duit de (4.18), (4.20), (4.23) que, pour w # W, X # a, H # a+Q
satisfaisant (4.21), & # (aM)*=2 , T>0, on a:
&(S(8w(.&)))(X+TH)&(S(8, w(.&)))(X+TH )&
e&T$;P(H)_{&E&(w, TH )& &(S(8w(.&)))(X )&
+|
+
0
&E&(w, (T&t)H )& &(S(9H(.&)))(X+tH )& et;P(H )2 dt=
(4.27)
The ore me 3. On fixe =1 comme ci-dessus. Soit . une fonction
IIhol (4, k, =, {)
(i) Soit X # a. L’application, de finie sur ia*M , & [ (.&)Q (X ), s’e tend
en une fonction holomorphe sur (aM)*=1 , qu’on notera & [ (.Q)& (X ).
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(ii) L’application (&, X )  .Q(&, X ) :=(.Q)& (X ) est C sur (aM)*=1
_a et pour tout p # S(a) et X # a, l ’application &  (p.Q)(&, X ) est
holomorphe sur (aM)*=1
(iii) On note r0 , le plus grand des entiers m intervenant dans le lem-
me 12(iii) et q est le polyno^me de finit dans ce lemme. On fixe #>0. On
choisit $>0, =2 satisfaisant (4.22), (4.23), (4.24). On fixe q comme dans le
lemme 12(i). Soit S # U(M+), p* # S(a*).
Il existe une partie finie F de S(a) tels que, pour tout H # a+Q ve rifiant
;Q(H )># &H&, . fonction IIhol (4, k, =, {), tout & # (aM)*=2 , on ait pour tout
X # WM (C&):
|((p* b S)(q(&)(dQ.&&(.Q)&)))(X+H )|
sk, =, {F, r (.) 3kM (X )(& :X )
r+r0 e&$;Q(H)2e{ &Re && &X&
et, pour tout X # a
(iv) |((p* b S)(q(&)(.Q)&))(X )|sk, =, {F, r (.) 3kM (X )(& :X )
r+r0 e{$ &Re && &X&
De monstration. (i) D’apre s la de finition de W0, et de Q0& , on voit, gra^ce
a (3.33) et a l’expression (3.27) pour . e gal a .& , que l’on a, pour & # ia*,
(.Q)&=(((.&), ’1) , (4.28)
avec, pour X # a et H # a+Q ,
(((.&))(X )=Q0&((8&)(X ))+|
+
0
(Q0& e
&t1&(H ))(9H(.&)(X+tH )) dt.
(4.29)
Pour le choix de H pre cise apre s (4.11), le second membre est de fini pour
& # (aM)*=1 , d’apre s (4.12). On voit que ce second membre est holomorphe
en & # (aM)*=1 , gra^ce aux proprie te s d’holomorphie de .&(Y ), de (9H(.&))
(Y ), Y # a (qui re sultent de la de finition des fonctions IIhol), aux estima-
tions (3 bis.19) et au point (iii) du lemme 12, en tenant compte de (3.25),
(3.26). D’ou (i). On montre (ii) de fac on similaire.
Pour montrer (iii), on suppose d’abord p* e gal a 1. On utilise (4.28) et
(4.29). On proce de comme dans la preuve du the ore me 2(i), en y rempla-
c ant l’utilisation de la proposition 9 par (4.27), (3.19) par (3 bis.19), (3.27),
par (3 bis.27) et (3.21) par le lemme 12(iv). Ce qui conduit a l’ine galite
cherche e avec p*=1, et pour & # (aM)*2=2 . Pour passer a p* quelconque mais
pour & seulement dans (aM)*=2 , on applique la formule inte grale de Cauchy
(cf. [B] preuve du lemme 18.2). D’ou l’ine galite voulue.
Pour (iv), comme ci-dessus, on se re duit a e tablir l’ine galite pour
p*=1 mais pour & # (aM)*2=2 . On part de (4.28) et (4.29). Puis on utilise
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le lemme 12(iv), (3 bis.19), pour e tablir ce que l’on veut pour
X # WM (C&). Puis on utilise l’analogue (3 bis.29) de (3.29), et (3.25),
(3.26), joints au lemme 12(iv). K
4.3. De composition du terme constant des fonctions IIhol
On note W(aQ , aM) l’ensemble des restrictions a aQ des e le ments s de W
qui envoient aQ dans aM . On note W(aQ , aM)0k l’ensemble des e le ments de
W(aQ , aM) pour lesquels il existe une partie parabolique k-cuspidale de R,
contenant R&, Q , contenue dans Q, avec dim aQ =dim aM et un e le ment
s~ de W(aQ , aM), dont s est la restriction a aQ . On e tablit aise ment,
comme dans [D3, lemme 2], que W(aQ , aM)0k est non vide seulement si Q
contient une partie parabolique k-cuspidale, Q , contenant R&, telle
que MQ et M soient conjugue s sous W, et alors on a W(aQ , aM)0k=
[w |aQ | w # W(aQ , aM)].
The ore me 4. Soit . une fonction IIhol (k, 4, =, {).
(i) Si W(aQ , aM)0k est vide, l ’application &  (.Q)& est identiquement
nulle sur ia*M .
(ii) Si W(aQ , aM)0k est non vide, on fixe Q comme ci-dessus et, pour
tout s # W(aQ , aM)0k , on fixe s~ # W e tendant s et envoyant aQ sur aM .
Il existe une fonction polynomiale sur (aM)*C , |, produit de fonctions
affines non nulles et, pour tout s # W(aQ , aM)0k , il existe une fonction C
 sur
(aM)*=2_a, .~ Q, s telle que:
(a) Pour tout p # S(a), p.~ Q, s est holomorphe dans la premie re
variable
(b) On de finit une fonction sur (aQ )*=2_a, .~
s~
Q, s de finie par:
.~ s~Q, s(&, X ) :=(.~ Q, s)(& b s~
&1
|aM
, X ), & # (aQ )*=2 , X # a
et on pose qs~ (&)=q(& b s~ &1|aM), & # (aQ )*. Alors q
s~ .~ s~Q, s est une fonction
IIhol (kMQ , 4 b s~ , =2 , {). Ceci implique, en particulier, que, pour & # (aM)*=2 ,
(.~ Q, s)& se transforme sous aQ par &s :=& b s et est D(kMQ)-propre pour la
valeur propre (4+&)s~ .
(c) On a:
|(&)(.Q)&= :
s # W(aQ , aM)
0
k
(.~ Q, s)& , & # (aM)*=2
De but de la de monstration. On rappelle que W (resp. W0) a e te de fini
apre s le lemme 11 (resp. en (4.8)).
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On note W

un sous-ensemble de W tel que, pour tout w # W, il existe
un unique e le ment w

de W

tel que:
w& |aQ=w
& |aQ , & # a*M .
La fonction polynomiale sur (aM)*C_aQ , %, de finie par
%(&, H)= ‘
w, w$ # W, w{w$
(w(4+&)(H )&w$(4+&)(H ))
_ ‘
x, x$ # W

, x{x$
(x&(H)&x$&(H )) (4.30)
pour (&, H ) # (aM)*C_aQ , est non identiquement nulle, donc il existe un
e le ment H de aQ telle que la fonction | sur (aM)*C , de finie par:
|(&) :=%(&, H ) ‘
: # NP
(&, :), & # (aM)*C , (4.31)
soit non identiquement nulle. On notera 0 le comple mentaire de l’ensemble
des ze ros de | dans ia*M . On fixe & # 0. En particulier les w(4+&) |aQ ,
w # W, sont deux a deux distincts.
D’apre s le the ore me 2(iii), on a:
Dp(kMQ)(.Q)&= p(4+&)(.Q)& , p # S(a)
W (4.32)
Le corollaire de la proposition 6, applique a MQ au lieu de R, et .(Q) au
lieu de ., montre que .Q est somme de fonctions qui sont des vecteurs
poids ge ne ralise s sous l’action de aQ , pour des poids imaginaires purs. Par
ailleurs (4.32) implique que .Q est somme de fonctions D(kMQ)-propres
ge ne ralise es pour des valeurs propres de la forme w$(4+&), ou w$ est un
e le ment de W, et qui, d’apre s ce qui pre ce de, ve rifie Re w$(4+&) |aQ
(=Re (w$4) |aQ)=0. Tenant compte de la de finition de W
0, il en re sulte que
l’on peut e crire de manie re unique
(.Q)&= :
w # W0
w, & , (4.33)
ou w, & # Atemp(a, kMQ) est somme de fonctions D(kMQ)-propres ge ne rali-
se es pour des valeurs propres de la forme w$(4+&), ou w$ est un e le ment
de W satisfaisant:
w$(4+&) |aQ=w(4+&) |aQ . (4.34)
En particulier, puisque w # W0, on a w$(4) |aQ=0. On de duit de la
Proposition 10(ii), applique e a w, & , que si w, & est non nul, il existe
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w$ # W satisfaisant (4.34), il existe une partie parabolique k-cuspidale de R,
contenant R& et contenue dans Q, Q1 , il existe 41 # (aMQ1)*disc (kMQ1) ,
&1 # ia*Q1 et w" # WMQ , ve rifiant:
w"w$(4+&)=41+&1 . (4.35)
Lemme 13. Soit w # W0. L’ensemble 0w des e le ments & de 0 tels que
w, & soit non nul est un ouvert de 0.
De monstration. Raisonnons par l’absurde et supposons 0w non ouvert.
Alors 0"0w n’est pas ferme dans 0 et il existe une suite (&n)n # N d’e le ments
de 0"0w convergeant vers un e le ment & de 0w . Comme w, & est non nul,
il re sulte du the ore me 2(ii), et de (4.34), que *=w& |aQ&\Q(k) est un expo-
sant directeur de .& , le long de de Q.
On conside re la famille de syste mes diffe rentiels (2.2), lorsque & varie
dans (aM)*C , I est e gal a l’ide al de S(a)W forme des e le ments s’annulant en
4+& et V=C1. L’ e tude de l’algorithme permettant d’e crire le syste me
(2.2) (cf. la preuve de la proposition 1) montre que les fonctions G* de (2.2)
de pendent de fac on holomorphe de & # (aM)*C . Par ailleurs, le syste me
satisfait la condition de Frobenius et il est comple tement inte grable pour
tout & # (aM)*C (cf. [HO1] corollaire 3.6). On peut donc appliquer les
re sultats de l’appendice C.
La proposition C.2(iii), jointe a la proposition 5(ii), montre qu’il existe
une suite (*n)n # N dans (aQ)*C convergeant vers * et telle que pour tout n,
*n est un exposant de .&n le long de Q. D’apre s la proposition 3 et la
proposition 5(ii), on a
*n=wn(4+&n) |aQ&\Q(k)& :
: # NQ
+:, n: |aQ
ou wn # W et les +:, n des entiers positifs. Ceux-ci doivent e^tre borne s inde -
pendamment de n, puisque la suite (*n) est convergente donc borne e.
Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que wn (resp., +:, n) est
e gal pour tout n a w0 # W (resp., +: # N). Par passage a la limite et en
se parant partie re elle et partie imaginaire, on trouve:
w04 |aQ& :
: # NQ
+: : |aQ=0, w0& |aQ=w& |aQ (4.36)
Comme & # 0, la deuxie me e galite montre que w0 et w ont me^me repre sen-
tants dans W

. Donc w0&n |aQ=w&n |aQ pour tout n. Comme w # W
0, on
de duit de la premie re e galite de (4.36):
*n=w(4+&n) |aQ&\Q(k).
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Mais alors w, &nest non nul d’apre s le the ore me 2(ii). Ceci contredit
l’hypothe se sur les &n . Donc 0w est ouvert. K
Lemme 14. Soit w # W0 tel que 0w soit non vide.
(i) Il existe s # W0(aQ , aM) tel que, pour tout & # a*M , on ait:
w& |aQ=&
s, ou &s :=& b s.
(ii) Soit s~ un e le ment de W prolongeant s. La fonction w, & est
D(kMQ)-propre ge ne ralise pour la valeur propre (4+&)
s~ , & # 0
De monstration. Comme a est muni d’une structure euclidienne, le dual
de chaque sous-espace vectoriel de a s’identifie a un sous-espace vectoriel
de a*.
Si Q$ est une partie parabolique de R, contenue dans Q et contenant R&,
et w$ un e le ment de W on note
Aw$, Q$ :=[& # ia*M | w$& # ia*Q$]
qui est un sous-espace vectoriel de ia*M . On note A la re union des Aw$, Q$
d’inte rieur vide. Son comple mentaire est donc dense et rencontre l’ouvert
non vide 0w . Soit & un e le ment de cette intersection. D’apre s la discussion
qui pre ce de le lemme 13, et avec les notations de celle-ci, on voit, en
se parant partie re elle et partie imaginaire dans (4.35), que & est un e le ment
de Aw"w$, Q1 . Comme & n’est pas e le ment de A, cela implique que Aw"w$, Q1 est
d’inte rieur non vide donc e gal a ia*M . En outre, toujours d’apre s (4.35), on
a w"w$4=41 . Il re sulte de ce qui pre ce de que les sous espaces tempe re s
w"w$(4+ia*M) et 41+ia*Q1 sont contenus l’un dans l’autre, donc e gaux
d’apre s (3.39). On note s1=(w"w$)&1|aQ1 . C’est un e le ment de W qui conjugue
les parties paraboliques k-cuspidales P et Q1 et sa restriction s a aQ est un
e le ment de W(aQ , aM). Comme w" est e le ment de WMQ1 , w"w$(4+&) |aQ est
e gal a w$(4+&) |aQ . Gra^ce a (4.34), on en de duit que w"w$& |aQ=w& |aQ .
D’apre s la de finition de 0, cette e galite implique une e galite semblable en
remplac ant & par un e le ment quelconque de ia*M . Cela implique que s
ve rifie les proprie te s voulues. Ceci prouve (i).
Soit w$, w$1 , w", w"1 # W satisfaisant (4.34) et (4.35) pour un & # 0.
Notons s~ =(w"w$)&1, s~ 1=(w"1w$1)&1 qui envoient aQ dans aM , d’apre s la
preuve de (i). On a alors w$& |aQ=w$1& |aQ d’apre s (4.34). Comme |(&) est
non nul, les applications * [ w$* |aQ , * [ w$1* |aQ , * # ia*M sont e gales. Ceci
s’e crit encore:
* b s~ |aQ=* b s~ 1 |aQ , * # ia*M .
Comme s~ , s~ 1 envoient aQ dans aM , cela implique que la restriction de s~ a
aQ coincide avec celle de s~ 1 . Il en re sulte que s~ , s~ 1 sont dans la me^me classe
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a droite modulo WMQ , donc w"w$ et w"1w$1 sont dans la me^me classe a
gauche modulo WMQ , de me^me que w$ et w$1 . Finalement, la discussion qui
pre ce de le lemme 13 permet de voir que w, & est D(kMQ)-propre ge ne ralise
pour la valeur propre (4+&)s~ . Tenant compte de (4.32) et (4.33), on voit
que w, & est propre sous les ope rateurs Dp(kMQ), p # S(a)
W. Pour conclure
que w, & est D(kMQ)-propre, il suffit, gra^ce a [D1], proposition A.2, de
voir que le stabilisateur de (4+&)s~ dans W est contenu dans WMQ . Comme
& est imaginaire et 4 re el, le stabilisateur de 4+& est contenu dans le
stabilisateur de &. Comme & # 0, |(&) est non nul et ce stabilisateur est
donc inclus dans WM , puisqu’il est engendre par les s: avec (&, :)=0. Le
re sultat voulu s’en de duit par transport de structure par s~ puisque celui-ci
envoie aQ dans aM . K
Suite de la de monstration du the ore me 4. Soit s # W(aQ , aM)0k . Comme
4 b s~ |aQ=0, il re sulte de la de finition de W
0, il existe un unique w # W0, tel
que pour tout & # ia*M , &s=w& |aQ . On pose:
.Q, s, & :=w, & , & # 0 (4.37)
On de duit de (4.33) et (4.37) que:
(.Q)&= :
s # W(aQ , aM)
0
k
.Q, s, & , & # 0 (4.38)
Gra^ce au lemme pre ce dent, on voit que, pour tout & # 0, l’action de H # aQ
sur l’espace engendre E par les .Q, &, s est semi-simple avec pour seules
valeurs propres possibles &s(H ), s # W(aQ , aM)0k .
Le fait suivant est imme diat.
Soit n # N. Pour tout endomorphisme semi-simple de Cn+1, A, avec q
valeurs propres distinctes parmi *0 , ..., *r , le projecteur spectral P*0 sur le
sous-espace propre correspondant a la valeur propre *0 ve rifie:
(*0&*1) } } } (*0&*r) P*0=(A&*1) } } } (A&*r)
Applique a l’action de H sur E, notant
|1(&) := ‘
s, s$ # W(aQ , aM)
0
k , s{s$
(&s&&s$)(H ), & # (aM)*C ,
et introduisant les polyno^mes a une inde termine e z:
ps, &(z) := ‘
s$ # W(aQ , aM)
0
k , s${s
(z&&s$(H)), & # (aM)*C
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on a
|1(&) .Q, s, &=ps, &(H )(.Q)& , & # 0 (4.39)
Posons |=||1 et
.~ Q, s, & :=|(&) ps, &(H)(.Q)& , & # ia* (4.40)
D’apre s le the ore me 3(ii) et (iv) la fonction (&, H ) [ q(&) .~ Q, s, &(H ),
admet un prolongement qui est un e le ment de Fhol (a, k, =2 , {).
Joint au lemme 14(ii), cela implique que qs~ .~ s~Q, s est une fonction
IIhol (kMQ , 4 b s~ |aMQ , =2 , {), comme de sire . Par ailleurs, d’apre s (4.33), (4.37),
(4.39) et (4.40) on a l’e galite de c) pour & # 0. Par ailleurs, si &  0, |(&)
est nul, donc aussi |(&) et .~ Q, s, & . L’e galite voulue est encore satisfaite. Ceci
ache ve la de monstration du the ore me. K
4.4. Ame liorations des estimations
Soit =, {>0, ’ # a*, Q une partie parabolique maximale contenant R&.
On note Ehol (a, k, ’, =, {) (resp., Ehol, +, Q(a, k, ’, =, {)), l’espace des fonc-
tions ., C sur (a*M)=_a, holomorphes dans la premie re variable, et telles
que, pour tout p # S(a), il existe r>0 ve rifiant
Sup
& # (a*M)= , X # a
|(&; X )&r e&’(X+)e&{ &Re && &X&(p .&)(X )|<+,
resp.,
Sup
& # (a*M)= , X # WMQ C
&
|(&; X )&r e;Q(X )&’(X+)e&{ &Re && &X&(p .&)(X )|<+
ou X+ est l’unique e le ment de l’adhe rence de C+ conjugue par W a X.
Notez que Fhol (a, k, =, {) est e gal a Ehol (a, k, &\(k), =, {).
Lemme 15. (i) Les ope rateurs p , p # S(a), et 2: , : # R+ (resp.,
: # MQ) laissent invariant Ehol (a, k, ’, =, {) (resp., Ehol, +, Q(a, k, ’, =, {)).
(ii) Les ope rateurs 2: , : # &NQ , envoient Ehol (a, k, ’, =, {) dans
Ehol, +, Q(a, k, ’, =, {).
De monstration. On proce de comme dans la de monstration des lemmes 9
et 10 ou l’on remplace &\(k) par ’. K
On note M(4, k, =, s), l’espace des fonctions ., C sur (a*M)=_a,
holomorphes dans la premie re variable, et telles que, pour tout p # S(a), il
existe r>0, C>0 ve rifiant:
|p.&(X )|C(& :X )r 3k(X ) es &X&, (&, X ) # (a*M)=_a.
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Proposition 11. Soit . un e le ment de Mhol (a, k, ’, =, s) ve rifiant (4.6),
et telle que, pour tout & # ia*M , .& est k-tempe re .
Il existe =$>0, =$<=, et {>0 tels que . soit IIhol (k, 4, =$, {).
De monstration. On proce de comme dans la preuve du the ore me 3 de
[D2] en commenc ant par l’analogue du lemme 23 de l.c. puis en appli-
quant la technique d’ame lioration des majorations e tape par e tape due a
E. van den Ban [B], preuve du the ore me 18.3, ce qui est possible gra^ce au
lemme pre ce dent. En effet, gra^ce a celui-ci, on e tablit l’analogue du
lemme 18.9 de l.c, en proce dant comme dans la preuve de (3 bis.19). K
De finition 5. On dit qu’une fonction IIhol (k, 4, =, {), ., est
II$hol (k, 4, =$, {$) ( II$hol (k, 4) en abre ge ) si et seulement si on a:
Pour toute partie parabolique, Q, de R, contenant R& et s # W(aQ , aM)0k ,
on fixe Q , s~ comme dans le the ore me 4 et on note 0s~ :=[& b s~ |aQ | & # 0]. La
fonction .s~Q, s , de finie a priori uniquement sur 0s~ _a, par .
s~
Q, s(&, X )=
.Q, s, & b s~ &1|aM
(X ) (cf. (4.37) et (4.33)), se prolonge en une fonction
IIhol (kMQ , 4
s~
|aMQ , =$, {$).
Proposition 12. Si . est une fonction IIhol (k, 4, =, {), il existe =$>0
avec =$<=, {$>0, et un produit de fonctions affines non nulles sur
(aM)*C , p, tels que l ’application sur (aM)*=$ _a, (&, X) [ p(&) .(&, X ), soit
II$hol (k, 4, =$, {$).
De monstration. Le the ore me 4 et l’argument de division par qs~ permettent
d’appliquer la proposition pre ce dente. K
Parvenu a ce point on a l ’analogue des the ore mes 1 et 2 de [BCD], le
premier formant des paquets d ’ondes dans l ’espace de Schwartz, le second
donnant un crite re pour que certaines fonctions soit II$hol .
4.5. Relations de MaassSelberg
On se donne dans cette section une fonction II$hol (k, 4, =, {), .. Si Q est
une partie parabolique de R contenant R&, et s # W(aQ , aM), .Q, s a de ja
e te de fini si s # W(aQ , aM)0k et on le de clare nul si s  W(aQ , aM)
0
k . On a
alors:
(.Q)&= :
s # W(aQ , aM)
.Q, s, & , & # (aM)=*. (4.41)
Il re sulte de la de finition de W(aQ , aM)0k et de la proposition 10(i), que, si
la dimension de aQ est e gale a celle de aM , on a:
(.Q, s, &) |aMQ # A2(aMQ, kMQ , 4
s~
|aMQ )
WMQ, & # ia*M .
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On sait (cf. e.g. [War], proposition 1.1.2.12) que:
Deux parties paraboliques, contenant R& et conjugue es par W,
sont e gales (4.42)
Donc, pour toute partie parabolique Q de R, il existe une unique partie
parabolique Q$ de R, contenant R& et un e le ment w de W, unique modulo
l’action a droite de WMQ , tels que: Q$=w(Q). Ceci permet de de finir,
lorsque la dimension de aQ est e gale a celle de aM :
|Q, s, & :=&(.Q$, sw&1|aQ$ , &
) |aMQ$ &L2(aMQ$, +kMQ$)
, s # W(aQ , aM), & # ia*M .
(4.43)
Lemme 16. On suppose que P est une partie parabolique distincte de R et
maximale. Notons P =&P.
(i) On a:
|P, 1, &=|P , 1, & , & # ia*M .
(ii) Si W(aP) :=W(aP , aP) a un e le ment non trivial, s, on a:
|P, 1, &=|P, s, &=|P , s, & , & # ia*M
De monstration. L’analogue du the ore me 2 (avec preuve identique) de
[D3], donne (i), puis la premie re e galite de (ii), l’e galite entre le premier
et le troisie me terme re sultant de la de finition de |P , s, & (cf. (4.43)). K
Proposition 13 (Relations de MaassSelberg). On ne fait plus d ’hypothe se
sur P. Soit Q une partie parabolique de R, contenant R&, telle que la
dimension de aQ est e gale a celle de aM . On a:
|Q, s, &=|P, 1, & , & # ia*M , s # W(aQ , aM).
De monstration. On fixe un e le ment s$ de W e tendant s. Revenant a la
de finition (4.43), on voit qu’on l’e galite de fonctions sur ia*M :
|Q, s=|(s$)&1(Q), 1 . (4.44)
Il suffit donc de de montrer l’e galite |Q, s=|Q$, s , pour tout Q, Q$ ve rifiant
M=MQ=MQ$ , donc aussi aM=aQ=aQ$ , ce qui se rame ne aise ment au
cas ou Q, Q$ sont adjacents (avec Q contenant R& et ve rifiant aQ=aM),
c’est a dire sont inclus dans une partie parabolique S de R, telle que
QS=Q & MS et Q$ & MS soient des parties paraboliques maximales et
oppose es de MS . On remarque que aQS=aM . On note s la restriction de
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s a aS et s~ un e le ment de W prolongeant s. Alors s est un e le ment de
W(aS , aM). Si c’est un e le ment de W(aS , aM)0k , on fixe s~ comme dans le
the ore me 4. On suppose d’abord que WMS(aQS) posse de deux e le ments 1, t.
On dispose de l’e criture (4.41) de .Q et .S . On peut a nouveau appliquer
cette de composition aux fonctions (.S, s )QS .
On de duit de l’he re dite du terme constant (the ore me 2(iv)) et de
l’inde pendance line aire des exponentielles que l’on a:
(.S, s )QS , 1=.Q, s , (.S, s )QS , t=.Q, st .
Alors |Q, s=|Q, st , d’apre s le lemme pre ce dent applique a la fonction .s
~
S, s .
Mais |Q, st=|Q$, s d’apre s (4.44), d’ou l’e galite voulue.
Si WMS(aQS) est re duit a un e le ment, le lemme pre ce dent applique a .
s~
S, s
conduit, dans ce cas aussi, a l’e galite voulue. K
5. TRANSFORMATION DE FOURIER HYPERGE OME TRIQUE
5.1. Fonction hyperge ome trique
La fonction hyperge ome trique attache e a R est une fonction holomorphe
de trois variables, (&, k, X ) [ F(&, k)(X ), de finie en particulier sur l’ensemble
des & # a*C , k # K, X # aC ve rifiant:
Re(\(k)(;8 )+k;+1)>0, si ; est la plus haute racine courte
d$une composante irre ductible de R, (5.1)
|Im :(X )|<2?, : # R, (5.2)
W invariante en & et X, satisfaisant le syste me diffe rentiel hyperge ome trique:
Dp(k) F(&, k)= p(&) F(&, k), p # S(a)W, & # a*C , (5.3)
et ve rifiant
F(&, k)(0)#1, (5.4)
les proprie te s ci-dessus e tant caracte ristiques (cf. [HO1] et [O1], voir
aussi [O2, the ore me 2.4]). Notez que la fonction hyperge ome trique est
de finie sur un domaine plus large (voir plus bas).
On dispose en outre du de veloppement de F(&, k), en dehors de certaines
valeurs de (&, k). Pre cisons. Pour tout m e le ment de NR+, il existe
une unique fraction rationnelle 2m(k, &), avec po^les uniquement sur la
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famille localement finie d’hyperplans d’e quations (&, m$2(m$, m$))+1=0,
m$ # NR+"[0], avec
20=1 (5.5)
et telles que, en dehors de ces po^les, pour X # C&, et Re(&(: ))>&1 pour
: e le ment de R+, la se rie
8(&, k)(X ) := :
m # NR+
2m(&, k) e(&+\(k)++)(X ) (5.6)
soit convergente et ve rifie le syste me diffe rentiel hyperge ome trique (5.3). De
plus les fonctions 2m(&, k) sont de termine es par les relations de re currence
suivantes (cf. [HO1], e quation (3.14)):
((&, &)&(&+m, &+m)) 2m(&, k)
= :
: # R+
k: :
j # N*, m& j: # NR+
2m& j:(&, k). (5.7)
On note, pour les valeurs de & # a*C et k # K telles que le membre de droite
de l’e galite suivante soit bien de fini,
c~ (&, k) := ‘
: # R+
1(&(: ))1(&(: )+k:), (5.8)
et de me^me
c(&, k)=c~ (&, k)c~ (\(k), k). (5.9)
Notez que la condition (5.1) e vite les ze ros de c~ (\(k), k) (cf. [O2,
the ore me 2.4] pour des re fe rences). Pour k satisfaisant (5.1) et & # a*C
re gulier ve rifiant (&, m$2(m$, m$))+1{0 pour tout m$ # ZR"[0], on a:
F(&, k)(X )= :
w # W
c(&w&, k) 8(w&, k)(X ), X # C &. (5.10)
On va e tablir un lemme qui va nous permettre d’appliquer la proposition
11. Nous remercions E. Opdam pour nous en avoir donne la de monstra-
tion.
Soit S l’ensemble des ze ros de la fonction me romorphe de k, c~ (\(k), k).
La fonction hyperge ome trique se prolonge analytiquement a (K"S)_
a*C _a (cf. e.g., [HS, partie 1, chap. 4]).
Lemme 17. Soit k # K"S. Pour p # S(a), il existe C>0 et r>0 tels que:
|pF(*, k)(X )|CNr(*)emaxw # W Re w*(X ), * # a*C , X # a
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De monstration. On montre d’abord l’assertion lorsque la partie re elle
de la multiplicite est positive. Cela re sulte de re sultats similaires pour la
fonction G dans [O1], proposition 6.1(i) et corollaire 6.2 et de l’expression
de F a l’aide de G (cf. la preuve du the ore me 3.15 de l.c.). On passe au cas
ge ne ral a l’aide des ope rateurs de de calage d’Opdam, comme dans la
preuve du the ore me 2.5 de [O2]. K
5.2. Fonctions hyperge ome triques tempe re es
On suppose de sormais que k:<0, pour tout : # R et que l ’e le ment \(k) de
a* appartient a l ’ensemble convexe et W-invariant [* # a* | |*(: )|<1+k: ,
: # R].
D’apre s [O2, preuve du lemme 3.3 et proposition 1.1]: Cette condition
est e quivalente a la condition (5.1), jointe a l ’hypothe se k:<0, pour tout
: # R.
Cela n’est montre dans [O2] que pour des syste mes irre ductibles, mais
on remarque que les re sultats de [O2] s’e tendent aux syste mes non
irre ductibles. L’inte re^t de cette reformulation est que l’on voit facilement
que:
Si k satisfait cette hypothe se et si P est une partie parabolique de R,
contenant R&, kMP ve rifie cette hypothe se relativement a MP .
En effet, d’apre s la WMP invariance de : # NP k::, la projection
orthogonale de \(k) sur aMP est e gale a \(kMP). Mais, si * # a*C ve rifie
|*(: )|<1+k: pour tout : # MP , il en va de me^me pour sa projection
orthogonale sur aMP.
D’apre s [O2, the ore me 5.7], on a:
F(4, k) est une base de A2(a, k, 4)W, pour 4 # a*disc(k). (5.11)
En fait ceci n’est prouve dans [O2] que lorsque R est irre ductible. Mais on
s’y rame ne aise ment gra^ce au the ore me de Fubini.
En outre, de [O2] on de duit que, si P est une partie parabolique de R
contenant R& et 4 # (aMP)*disc (k), on a:
F(4+&, k) est de finie et k-tempe re e, pour tout & # ia*MP . (5.12)
En effet, pour 4 comme ci-dessus, on note L=4+aP , et on utilise les
notations de [O2], the ore me 3.4. Il re sulte des the ore mes 3.13, 3.18 de
[HO2], que la constante #L(k) est non nulle. Ceci permet d’appliquer les
corollaires 3.5 et 3.7 de [O2] et de parvenir a la conclusion souhaite e.
En utilisant l’invariance de la fonction hyperge ome trique pour l’action de
W sur la variable dans a*C , et la proposition 10 on en de duit:
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Proposition 14. Pour tout * e le ment de a*C , la fonction F(*, k) est
k-tempe re e si et seulement si * est e le ment d ’un sous-espace tempe re .
Il re sulte de la proposition 11, des proprie te s d’holomorphie de la
fonction hyperge ome trique, de (5.3), (5.11) et du lemme 17 que l’on a:
Proposition 15. Si P est une partie parabolique k-cuspidale de R, conte-
nant R& et 4 # (aMP)*disc (kMP), la fonction & [ F(4+&, k), & # (aMP)*C , est
une fonction IIhol (k, 4, =, {) pour un =>0 et un {>0.
Proposition 16. On conserve les notations de la proposition pre ce dente.
Soit Q une partie parabolique de R, contenant R&, avec aMP et aMQ de
me^mes dimensions. Si W(aQ , aM) est non vide, Q est k-cuspidale.
Plus pre cise ment si s est un e le ment de W(aQ , aM), on choisit un e le ment
s~ de W prolongeant s. Si 4 est un e le ment de (aMP)*disc (kMP), la fonction
F(4, kMP) b s~ |aMQ est un e le ment de A2(a
MQ, kMQ , 4 b s~ |aMQ), e gal a
F(4 b s~ |aMQ , kMQ). On notera cette fonction F(4
s, kMQ) dans la suite, car elle
ne de pend pas du choix de s~ . On notera aussi 4s~ :=4 b s~ |aQ , ou 4s lorsque 4s~
entre dans la de finition d ’un objet inde pendant du choix de s~ . Enfin, la norme
L2 de F(4, kMP) par rapport a la mesure +kMP sur a
MP est e gale a la norme
L2 de F(4s, kMQ) par rapport a la mesure +kMQ sur a
MQ.
De monstration. On proce de par transport de structure par s~ |aMQ .
D’abord les mesures sur aMP et aMQ sont e change es ainsi que Tp(kMP , M
+
P )
et Ts~ &1( p)(kMQ , s
&1(M +P )), p # S(a
MP). On conclut gra^ce a (1.8), (5.4) et
(5.11). K
Proposition 17. On conserve les notations et hypothe ses de la proposition
pre ce dente.
(i) Si 4 est un e le ment de (aMP)*disc (kMP), il existe des fonctions
me romorphes sur (aMP)=* pour un =>0, a valeurs complexes & [ c(k, s, 4, &),
s # W(aQ , aMP) telles que, avec les notations du the ore me 4, on ait l ’e galite
de fonctions me romorphes en & # (aMP)=*:
F(4+&, k)Q, s=c(k, s, 4, &) F(4s, kMQ)e
&s.
(ii) Notant c(k, 4, &) :=c(k, IdaMP , 4, &), on a l ’identite de fonctions
me romorphes en & # (aMP)=*:
c(k, s, 4, &)#c(k, 4s, &s), s # W(aQ , aMP).
(iii) La fonction me romorphe en & # (aMP)=* , c(k, s, 4, &), n’est pas
identiquement nulle.
289TRANSFORMATION DE FOURIER HYPERGE OME TRIQUE
De monstration. (i) re sulte de la proposition 12, du the ore me 4 et de
(5.4), (5.11). Il re sulte de l’identite F(* b s~ , k)#F(*, k) que l’on a:
F(4+&, k)=F(4s+&s, k), & # ia*MP .
Joint au the ore me 4, cela conduit a deux e critures de F(4+&, k)Q .
L’identification de celles-ci conduit a (ii).
Montrons (iii). Raisonnons par l’absurde et supposons c(k, s, 4, &) iden-
tiquement nulle. D’apre s les relations de MaassSelberg et la proposition 12,
cela implique que F(4+&, k)Q est nul pour tout & # ia*MP . Soit
& # ia*MP . Comme F(4+&, k) est non nul, d’apre s (5.4), on de duit de la
proposition 10(ii) qu’ il existe une partie parabolique Q& , contenant R&,
4& # (aMQ&)*disc (kMQ&), w& # W tels que F(4+&, k)Q& soit non nul, avec
w&(4+&) # 4&+ia*Q& . Comme l’ensemble des triplets (Q& , 4& , w&) est fini et
que l’image re ciproque par un e le ment de W d’un sous-espace affine est
ferme , il re sulte du the ore me de Baire qu’il existe un ouvert O non vide de
ia*MP , &0 # ia*MP tels que pour tout & # O, w&0(4+&) # 4&0+ia*Q&0 . Comme O
est ouvert et non vide, cela est vrai pour tout & # ia*MP . Utilisant (3.39), on
conclut a l’e galite :
w&0(4+ia*MP)=4&0+ia*Q&0 .
En particulier, dim aP=dim aQ&0 . Alors, les relations de MaassSelberg
jointes a notre hypothe se montrent que F(4+&, k)Q&0 est nul pour tout
& # ia*MP , ce qui contredit le fait que F(4+&0 , k)Q&0 est non nul. Cette
contradiction ache ve la preuve de (iii). K
The ore me 5. Soit P # P et 4 # (aMP)*disc (kMP). On a l ’e galite de fonc-
tions me romorphes en & # (aP)*C :
c(k, s, 4, &)=c~ (\(kMP), kMP) c~ (\(k), k)
&1
_ ‘
: # R+, :|aP{0
1(&(4+&)(: ))1(&(4+&)(: )+k:).
De monstration. Comme la fonction F(4, kMP) est non nulle, il existe
w0 # WMP tel que +0 :=w04+\(kMP) soit un exposant directeur de cette
fonction le long de M &P =MP & R
& (cf. Proposition 3).
On choisit % # (aMP)* tel que, les nombres (%, :), pour : e le ment de
l’ensemble des racines simples de M +P , soient line airement inde pendants
sur Q. Alors (%, :) est non nul pour tout : # M +P =MP & R
+. On en de duit
que:
4+t% est re gulier par rapport a MP , pour t assez petit et non nul.
(5.13)
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On a aussi
(%, m){0, m # ZMP"[0]. (5.14)
Gra^ce a cette non nullite , l’e galite :
(4+t%, m2(m, m))+1=0, m # ZMP"[0],
e quivaut a
t=(&(4, m)&2(m, m))(%, m)&1
et le deuxie me membre ne prend qu’une infinite de nombrables de valeurs
lorsque m varie dans ZMP"[0]. Il en re sulte l’existence d’une suite (tn)n # N
de re els non nuls, assez petits pour ve rifier la condition (5.13), tendant vers
ze ro et telle que
(4+tn%, m2(m, m))+1{0, m # ZMP"[0]. (5.15)
On fixe maintenant un e le ment & de ia*P tels que l’ensemble des nombres
complexes (&, :), lorsque : de crit les racines simples de R+ qui sont non
nulles sur aP , soit une partie libre sur Q. En particulier & est re gulier par
rapport aux e le ments de NP . On note +~ 0=w0(4+&)+\(k).
On utilise les notations et les re sultats de la proposition 3 de l’appendice
C applique a la fonction hyperge ome trique sur aMP (resp. a), en prenant
V=(aMP)*C (resp., V=a*C) et Tw(’)=w’+\(kMP), ’ # (a
MP)*C , w # WMP
(resp., Tw(’)=w’+\(k), ’ # a*C , w # W ). Il en re sulte que, pour tout
X # aMP, on a:
F(4, kMP)+0 (X )= limn  
:
+ # 5n
F(4+tn%, kMP)+ (X ) (5.16)
ou
5n est l’ensemble des + # (aMP)* tels qu$il existe w # WMP ,
m # NM +P tels que:
+=ww0(4+tn%)+m+\(kMP), +0=ww04+m+\(kMP) (5.17)
On a aussi pour X # aMP (en fait aussi pour X # a):
F(4+&, k)+~ 0 (X )= limn  
:
+~ # 5 n
F(4+&+tn %, kMP)+~ (X ) (5.18)
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ou
5 n est l’ensemble des +~ # a* tels qu’il existe w # W, m # NR+
tels que:
+~ =ww0(4+tn%+&)+m+\(k), +~ 0=ww0(4+&)+m+\(k).
(5.19)
D’apre s le the ore me 2(ii) et la de finition des fonctions c (cf. Proposition 17),
on voit que le premier membre de (5.18) est e gal au produit de c(k, 4, &)
par le premier membre de (5.16).
On va maintenant comparer le second membre de (5.16) avec celui de
(5.18).
Nous allons montrer d’abord que l’on a:
5 n=5n+&+\(k)&\(kMP). (5.20)
Il est clair que 5 n contient 5n+&+\(k)&\(kMP). Montrons l’inclusion
inverse. Soit +~ # 5 n . La condition
+~ 0=ww0(4+&)+m+\(k) (5.21)
se re e crit
w0(&)&ww0(&)=&w0(4)+ww0(4)+m
ce qui implique, en se parant partie re elle et partie imaginaire: w0(&)=
ww0(&), i.e., w&10 ww0(&)=&. La re gularite de & par rapport aux e le ments de
NP montre que w&10 ww0 est e le ment de WMP . Comme w0 est e le ment de
WMP , il en va de me^me de w. Alors, revenant a la condition (5.21), on voit
que la restriction de m a aP doit e^tre nulle. En conside rant des e le ments de
aP , orthogonaux a toutes les racines simples de R+ sauf a une (ne cessairement
dans NP), on voit que cela implique que m est e le ment de NM +P .
Ceci ache ve de prouver (5.20).
D’apre s (5.13) et (5.15) et le lemme 3.2 de [O2], on peut appliquer la
formule (5.10) pour la fonction F(4+tn%, kMP) ainsi que (5.6).
Soit +, w, m satisfaisant (5.17). Supposons que + s’e crive sous la forme:
+=w$(4+tn%)+m$+\(kMP), w$ # WMP , m$ # ZMP .
On a alors:
tn(ww0(%)&w$(%))=w$(4)&ww0(4)+m$&m.
Le second membre prend ses valeurs dans un ensemble discret, tandis que
le premier membre tend vers 0 quand n tend vers l’infini (t=tn). A partir
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d’un certain rang les deux membres doivent e^tre nuls. Alors, la re gularite
de % par rapport a MP implique que w$=ww0 .
Ce qui pre ce de montre que l’on a, pour n assez grand et + # 5n :
F(4+tn%, kMP)+ (X )
=c(&ww0(4+tn %), kMP) 2m(ww0(4+tn %), kMP) e
+(X ). (5.22)
Soit +~ =++&+\(k)&\(kMP). Supposons maintenant que:
+~ =w$(4+t%+&)+m$+\(k), w$ # W, m # ZR
En se parant partie re elle et partie imaginaire dans cette relation, on voit
comme plus haut que w$ est e le ment de WMP , puis que m$ # ZMP . Alors,
comme ci-dessus, on conclut encore que w$=ww0 , au moins si n est assez
grand. Etudions la condition:
(4+tn%+&, m$2(m$, m$))+1=0
pour m$ # ZR"[0]. En se parant partie re elle et partie imaginaire on voit m$
doit e^tre orthogonal a &. Les proprie te s de & montrent que m$ # ZMP . On
conclut, gra^ce a (5.15), que la relation ci dessus est impossible. Par ailleurs,
la re gularite de & par rapport a NP et le fait que tn ve rifie (5.13) implique
que 4+tn%+& est re gulier par rapport a R. On peut alors utiliser, gra^ce
au lemme 3.2 de [O2], (5.10) et (5.6) et l’on trouve que, pour tout X # aMP,
on a:
F(4+tn %+&, k)+~ =c(&ww0(4+tn%)+&), k)
_2m(ww0(4+tn%)+&, k) e+(X ) (5.23)
Si m$ # NM +P , j # N* et : # R
+, avec m$& j: # NR+, on doit avoir : # M +P .
Ceci, joint a l’orthogonalite de a*P et (aMP)*, montre que l’on a:
2m(ww0(4+tn%), kMP)=2m(ww0(4+tn%)+&, k) (5.24)
car les relations de re currence gouvernant chacun des deux membres sont
les me^mes (cf. (5.7)).
Comme NP est invariant par WMP , on a R
+=M +P ~ (ww0)
&1 (&NP).
Joint a l’invariance de k sous W, cela implique:
c~ (&ww0(4+t%)+&), k)=c~ (&ww0(4+t%), kMP)
_ ‘
: # &NP
1(&(4+&)(: ))1(&(4+&)(: )+k:)
Joint a (5.9), (5.16), (5.18), (5.20) et (5.22) a (5.24), cela implique le
re sultat voulu. K
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Proposition 18. On conserve les notations pre ce dentes. Il existe =>0 tel
que (c(k, 4, &))&1 soit holomorphe en & # (aP)=* et borne sur ce domaine.
De monstration. Comme &4 # WMP 4 d’apre s [HO2, the ore me 3.10],
et que l’ensemble des : # R+ tels que : |aP {0 est invariant par WMP , on
voit, gra^ce au the ore me pre ce dent, que:
c(k, &4, &)#c(k, 4, &), & # ia*P .
De me^me on voit que:
c(k, &4, & )#c(k, &4, &), & # (aP)*C .
D’ou l’on de duit:
|c(k, &4, &&) c(k, 4, &)|&1=|c(k, 4, &)| &2, & # ia*P .
Or, tenant compte du the ore me pre ce dent et de l’e galite R=R+ _ R&, le
premier membre de cette e galite est e gal, a une constante multiplicative
pre s, a fL(4+&, k), ou l’on a pose L=4+aP et utilise les notations de
[O2, eq. (3.7)]. Il existe donc C # R+ tel que:
C |c(k, 4, &)|&2= fL(4+&, k), & # ia*P . (5.25)
On remarque que, d’apre s les lemmes 3.2 et 3.3 de l.c., on a:
4(: )>&1, 4(: )+k:> &1, : # R. (5.26)
Donc si ces quantite s sont dans Z et non nulles, elles sont supe rieures ou
e gales a 1. Ceci assure d’une part que les facteurs constants dans l.c.,
eq. (3.7), correspondants aux : # MP , ne correspondent pas a des poles de
1, donc C est non nul. En effet la fonction 1 ne s’annule jamais, comme
on le voit sur sa de finition comme produit infini (cf. [WhiWat,
chap. 12.1]). Il re sulte des proprie te s de fL (cf. [O2, the ore me 3.4]), que la
fonction me romorphe de & # (aP)*C ,
c(k, 4, &)&1 est borne e sur ia*P . (5.27)
Ecrivons
c

(k, 4, &)= ‘
: # NP
1((4+&)(: )+1)1((4+&)(: )+k:+1)
et
|k(4, &) := ‘
: # NP
((4+&)(: )+k:)((4+&)(: )).
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Comme k:=k&: et que NP est contenu dans &R+, on a:
c(k, 4, &)=|k(4, &) c
(k, 4, &) (5.28)
Notons que c’est le fait que la fonction 1 ne s’annule pas, qui justifie le
passage de (4.7.31) a (4.7.32) dans [GV]. Gra^ce a (5.26) et ces proprie te s
de la fonction 1, on voit que:
c

(k, 4, &) et c

(4, &)&1 sont holomorphes en & # (a*P)= pour un =>0,
(5.29)
la deuxie me fonction y e tant de plus borne e,
puisque k:<0 pour tout : # R. Il en re sulte que la fraction rationnelle en
& # (aP)*C , |(*, &)&1=c
(4, &) c(4, &)&1 reste localement borne e sur ia*P .
Cela implique que si certains facteurs du nume rateur de |k(4, .) s’annulent
en un point de ia*P , ils se simpliflient avec des termes du de nominateur. Il
en re sulte aise ment que |(4, &)&1 est holomorphe et borne e sur (a*P)=$ pour
un =$>0. D’ou (i), gra^ce a (5.28) et (5.29). K
Proposition 19. Soit 4 un e le ment de (aMP)*disc (kMP). On pose, pour
& # (aMP)*C tel que le deuxie me membre de l ’e galite soit de fini
F 0(4, &, k) :=c(k, 4, &)&1 c&14, kF(4, &, k)
ou c4, k est la norme de F(4, kMP) dans L
2(aMP , +kMP) et ou on a pose
F(4, &, k) :=F(4+&, k).
Cette application me romorphe en & # (aMP)*C se prolonge en une fonction
II$hol (4, =, {) pour un =>0 et un {>0.
De monstration. D’abord, on a l’analogue du lemme 4(ii) de [CD],
gra^ce aux propositions 12 et 15. Puis, la de monstration est identique a celle
de l.c., the ore me 3. Elle repose d’une part sur le crite re e voque a la fin de
4.2 (cf. [BCD], the ore me 2) et d’autre part sur les relations de
MaassSelberg. K
On dit que deux parties paraboliques P, P$ de R sont associe es si MP et
MP$ sont conjugue s par un e le ment de W. On note P un ensemble de
repre sentants des classes d’e quivalence modulo association des parties
paraboliques de R contenant R&. On note F* pour F (resp., F 0), F* pour
F (resp., F0) et I* pour I (resp., I0). On de finit la transforme e de
Fourier hyperge ome trique, Fk f (resp. transforme e de Fourier hyper-
ge ome trique normalise e, F 0k f ), d’un e le ment f de C(a, k) comme suit:
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Fk* f est une fonction sur ~P # P (aMP)*disc (kMP)_ia*P , a valeurs dans C,
de finie par
Fk* f (4, &)=(Card W(aP))&1 |
a
f (X ) F*(4, &, k)(X ) $k(X ) dX,
pour (4, &) # (aMP)*disc (kMP)_ia*P . Ceci est bien de fini d’apre s les
propositions 14 et 19 et la proposition A.2. On note que l’e galite F(*, k)=
F(w*, k), w # W implique que, si 9=Fk f pour un f # C(a, k), on a
9(w4, w&)#9(4, &), w # NW (aP), (5.30)
ou NW (aP) est le normalisateur dans W de aP , qui agit sur (aMP)*disc (kMP),
d’apre s la proposition 15. On notera, pour w # NW (aP), c0(k, w, 4, &)=
c(k, 4, &)&1 c(k, w4, w&). L’analogue de (5.30) pour la transformation de
Fourier normalise e s’e nonce comme suit. Si 9=F 0k f pour un f # C(a, k)
W,
on a:
9(w4, w&)#(c0(k, w, 4, &))&1 9(4, &), w # NW (aP). (5.31)
Si E est un espace vectoriel re el, on note S(E), l’espace de Schwartz
habituel.
On dispose e galement de l’application paquets d’ondes, Ik , (resp.
paquets d’ondes normalise e I0k) de finie sur Sk :=P # P C
(aMP)*
disc
(kMP) 
S(ia*P) a valeurs dans l’espace des fonctions sur a, de finie par
(Ik*9)(X )= :
P # P, 4 # (aMP)*
disc
(kMP)
|
ia*P
9(4, &) F*(4, &, k)(X )
_|c*4, kc*(k, 4, &)|
&2 d&
pour X # a, ou l’on a pose c04, k=1 et c0(k, 4, &)#1 et ou d& est la mesure
duale de la mesure de Lebesgue sur iaP de termine e par sa structure
euclidienne (cf. e.g. [D3, paragraphe 1]).
The ore me 6. (i) L’image de I0k est contenue dans C(a, k)
W.
(ii) La transforme e de Fourier hyperge ome trique normalise e re alise un
isomorphisme entre C(a, k)W et
S0k := 
P # P
(C(a
MP)*
disc
(kMP)S(ia*P)) vNW (aP)
ou l ’indice supe rieur vNW (aP) indique que l ’on prend le sous-espace forme
des e le ments 9 ve rifiant les conditions (5.31).
Son inverse est donne par la restriction de I0k a S
0
k .
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(iii) La transforme e de Fourier hyperge ome trique normalise e s’e tend
en une isome trie bijective entre L2(a, +k)W et la somme hilbertienne
P # P (l 2((aMP)*disc (kMP))L
2(ia*P , d&)) vNW (aP), ou d& est la mesure duale
de la mesure de Lebesgue sur iaP de termine e par sa structure euclidienne.
De monstration. (i) se de montre comme le the ore me 1 de [BCD].
La surjectivite dans (ii) se prouve comme dans [CD], the ore me 5(i).
Pour l’injectivite , il est ne cessaire de faire appel a la formule de Plancherel
d’Opdam ([O] the ore me 5.5). D’apre s la de finition des sous-espaces tem-
pe re s, les proprie te s de syme trie des fonctions hyperge ome triques et le fait
que toute partie parabolique est associe e a un e le ment de P, la transforma-
tion de Fourier de finie par Opdam pour les fonctions L2 est entie rement
de termine e par la no^tre, lorsqu’il s’agit d’e le ments de C(a, k)W. A noter que
c’est la tempe rance des fonctions qui interviennent dans le spectre (cf.
[O2], corollaire 3.7), le fait que la densite de la mesure de Plancherel sur
chaque sous-espace tempe re soit borne e (l.c. the ore me 3.4) et la proposition
14 qui permettent de pre ciser la transformation de Fourier d’Opdam
d’e le ments de C(a, k)W. L’injectivite de notre transformation de Fourier sur
C(a, k)W re sulte de celle de la transformation de Fourier d’Opdam. K
The ore me 7. (i) La transforme e de Fourier hyperge ome trique, Fk ,
re alise un isomorphisme entre C(a, k)W et
SWk := 
P # P
(C(a
MP)*
disc
(kMP) S(ia*P))NW (aP)
ou l ’indice supe rieur NW (aP) indique que l ’on prend le sous-espace forme des
e le ments 9 ve rifiant les conditions (5.30).
(ii) Son inverse est donne par la restriction a SWk de l ’application
paquets d ’ondes, Ik .
(iii) La transforme e de Fourier hyperge ome trique normalise e s’e tend en
une isome trie bijective entre L2(a, +k)W et la somme hilbertienne:

P # P
(l 2((aMP)*disc (kMP))L
2(ia*P , c&24, k |c(k, 4, &)
&2| d&))NW (aP).
De monstration. (i) On a l’analogue du the ore me 4 de [CD], qui se
ge ne ralise imme diatement aux fonctions IIhol . On en de duit que l’image de
Fk est contenu dans S
W
k gra^ce a (5.30) et a la proposition 15.
Si 9 est un e le ment de Sk , on de finit une fonction, 90, sur ~P # P
(aMP)*disc (kMP)_ia*P , a valeurs dans C, de finie par:
90(4, &)=c&14, kc(k, 4, &)
&1 9(4, &), (4, &) # (aMP)*disc (kMP)_ia*P .
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Il re sulte de la proposition 18 et de la formule inte grale de Cauchy, que les
de rive es de c(k, 4, &)&1 par des e le ments de S(a*P) sont borne es sur ia*P .
Joint a (5.30), cela implique que 90 est un e le ment de S0k . Donc c’est un
e le ment de l’image de F 0k , d’apre s le the ore me pre ce dent. La de finition de
Fk , F
0
k et celle 9
0 montre que si f # C(a, k)W ve rifie F 0k f =9
0, on a
et
|p(:(X )(1&e&:(X ))&1)|C(1+|:(X )| ).
(ii) Il existe une constante C0 telle que, pour tout X # a ve rifiant
|:(X )|1, et pour tout . # C(a) on ait:
|p(2: .)(X )|C | Sup
1in
( |(pi .)(X )|+|(pi .)(s:X )| ).
(iii) Il existe une constante C0 telle que pour tout X # a ve rifiant
:(X )&1 et pour tout . # C(a) on ait:
|p(2: .)(X )|Ce:(X ) Sup
1in
( |(pi .)(X )|+|(pi .)(s:X )| ), . # C
(a).
(iv) Il existe une constante C0 telle que, pour tout X # a ve rifiant
|:(X )|1 et pour tout . # C(a), on ait:
|p(2: .)(X )|C Sup
1in
Sup
t # [0, 1]
|(pi .)(X&t: )|
De monstration. Pour tout Y # a, on a:
Y (1&e&:)&1=&:(Y )(&(1&e&:)&1+(1&e&:)&2).
On en de duit aise ment que p(1&e&:)&1 est une combinaison line aire de
fonctions du type (1&e&:)&k, k # N*, donc borne e si |:(X )|1. D’ou l’on
de duit la premie re ine galite de (i). Comme (1&e&:)&1=&e:(1&e:)&1, la
deuxie me ine galite en re sulte e galement. Par ailleurs, Y : e tant e gal a :(Y ),
la troisie me ine galite de (i) re sulte de la premie re si |:(X )|1, gra^ce aux
re gles de diffe rentiation des produits. Enfin la fonction u [ u(1&eu)&1 est
C sur [&1, 1], donc borne e ainsi que ses de rive es. On en de duit la
troisie me ine galite de (i) si |:(X )|1. Ceci ache ve de prouver (i).
En utilisant les re gles de diffe rentiation des produits, on de duit (ii) (resp.
(iii)) de la premie re (resp. deuxie me) ine galite de (i). A noter que l’on
pourrait ici utiliser seulement une base de l’espace des e le ments de S(a) de
degre infe rieur ou e gal au degre de p.
Passons a la de monstration de (iv). Posons (X )=10 : .(X&t: (X )) dt.
Par de rivation sous le signe somme, on voit que  est un e le ment de C(a)
et que pour tout p$ # S(a), p$ est une combinaison line aire de fonctions
de la forme 10 t
k(p".)(X&t: ) dt, ou k est infe rieur ou e gal au degre de p$
et le degre de p" est infe rieur ou e gal au degre de p$ augmente de 1. Comme
2:.=:(1&e&:)&1 , les re gles de diffe rentiation des produits, jointes a la
troisie me ine galite de (i), impliquent (iv). K
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Si X est un e le ment de a, on note X+ l’unique e le ment de l’adhe rence de
la chambre de Weyl positive, C+, conjugue sous W a X. L’application
X [ X+ est continue. En effet si (Xn) converge vers X, la suite (Xn)+ est
borne e et admet donc une valeur d’adhe rence Y. Montrons que Y=X+ .
Pour cela, quitte a extraire des sous-suites, on peut supposer que (Xn)+
converge vers Y et que pour tout n, on a Xn # wC +. Alors (Xn)+=w&1Xn
et, par passage a la limite on Y=w&1X # C+. D’ou l’on de duit que X+=
w&1X puis l’e galite voulue. Donc X+ est la seule valeur d’adhe rence de la
suite (Xn)+ . C’est sa limite, comme de sire .
Lemme A.2. Soit B une partie compacte de a.
(i) Soit ’ # a*. Alors il existe une constante C0 telle que:
’(X+)&C’((X+Y )+)’(X+)+C, X # a, Y # B.
(ii) Pour k # K a valeurs re elles, on de finit une fonction 3k par:
3k(X )=e&\(k)(X+), X # a.
Alors il existe des constantes C1 , C2>0 telles que:
C13k(X )3k(X+Y )C2 3k(X ), X # a, Y # B.
De monstration. Montrons (i). Pour X # a, Y # B, la fonction t [
’((X+tY )+) est continue et affine par morceaux sur R. De plus sa de rive e
est borne e en module par Supw # W |’(wY )|, donc borne e si Y reste dans B.
D’ou (i) gra^ce au the ore me des accroissements finis applique a cette
fonction sur [0, 1]. Alors (ii) est une conse quence imme diate de (i)
applique ’=&\(k). K
On de finit l’espace de Schwartz C(a, k) comme l’espace des fonctions .,
C sur a, telles que:
skp, &n(.) :=Sup
X # a
|3 &1k (X ) Nn(X ) p.(X )|<+, p # S(a), n # N,
ou l’on a note :
Nn(X )=(1+&X&)n.
On munit C(a, k) des seminormes skp, &n , ce qui en fait un espace de
Fre chet.
Proposition A.1. (i) L’espace C c (a) est dense dans C(a, k) et l ’injec-
tion naturelle est continue.
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(ii) Les ope rateurs 2: pour : # R+ et p , Tp(k, R+), pour p # S(a),
ope rent continuement sur C(a, k).
De monstration. La de monstration de (i) est calque e sur celle de
[GV, lemme 6.1.7 et corollaire 6.1.8]. On fixe s>0. Pour t>0, on note =t
l’indicatrice de la boule ferme e de rayon t+(12) s. On fixe g # C c (a),
positive ou nulle, telle que g(X )= g(&X ), X # a, a support contenu dans
la boule ferme e de rayon s4, et ve rifiant a g(X ) dX=1. On pose gt=
g V =t V g. Alors 0gt1, gt=1 sur la boule ferme e de rayon t, Bt , et est
nulle sur le comple mentaire de Bt+s . De plus, pour tout p # S(a), il existe
Cp0 telle que:
|p gt(X )|Cp , t>0, X # a.
Soit . # C(a, k). On pose .t= gt.. Comme gt= g sur Bt , on a:
skp, &n(.t&.)Sup
X  Bt
3k(X ) Nn(X ) |p(.t&.)(X )|.
Ecrivant Nn(X )=N1(X )&1 Nn+1(X ), on voit que:
skp, &n(.t&.)(1+t)
&1 (skp, &n&1(.t)+s
k
p, &n&1(.)).
Chaque de rive e partielle de gt e tant borne e par une constante inde pendante
de t, on montre (i) en passant a la limite quand t tend vers + dans cette
ine galite , la continuite de l’application e tant triviale.
L’assertion (ii) re sulte du lemme A.1(ii), (iv), joint au lemme A.2(ii).
Proposition A.2. On suppose k re elle. Si $k est localement inte grable
par rapport a la mesure de Lebesgue sur a, on a:
(i) Il existe m # N tel que N &1m 3
2
k # L
1(a, d+k).
(ii) L’espace C(a, k) est un sous-espace de L2(a, d+k) et l ’injection
naturelle est continue.
De monstration. Tenant compte de l’expresion de 3k et $k et de leur
invariance sous W, il faut montrer que, pour m assez grand, l’inte grale par
rapport a dX sur C+ de
(Nm(X ))&1 ‘
: # R+
|1&e&:(X )|2k: (A.1)
converge. On note 7 l’ensemble des racines simples de R+. Soit =>0. On
de finit pour 3/7:
a(3, =)=[X # C+ | 0<:(x)= pour : # 3 et :(X )>= pour : # 7"3]
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Lorsque 3 de crit les parties de 7, cela de finit une partition de C+. On est
re duit a e tudier l’ inte grale de (6.1) sur a(3, =), inte grale que l’on note I
dans la suite. Soit M le sous-syste me de racines de R engendre par 3 et soit
M+=R+ & M. On note aR3=(: # 3 Ker :) & a
R. Alors on a: a=aR7"3 
aR3 aR . Si X # a, on note X=Y+Z+T la de composition correspondante.
Ici Y est l’e le ment de aR tel que :(Y )=0 pour : # 7"3 et :(Y )=:(X )
pour : # 3, Z est l’e le ment de aR tel que :(Z)=0 pour : # 3 et :(Z)=:(X )
pour : # 7"3. Dans cette de composition, a(3, =) est e gal a C(3, =)_
D(3, =) ou C(3, =)=[Y # aR7"3 | 0<:(Y )=, : # 3] et D(3, =)=
[Z # aR3 | :(Z)>=, : # 7"3]. On remarque que C(3, =) est relativement
compact. Ceci, joint a la continuite des applications line aires en dimension
finie, implique facilement l’existence d’une constante C>0 telle que:
Nm(X )&1CNm(Z)&1 Nm(T)&1, X # a(3, =).
Par ailleurs si : # R+"M, on a: 1&e&=1&e&:(X )1, X # a(3, =). Alors
l’inte grale I est majore e, a une constante multiplicative pre s, par le produit
de
J :=|
C(3, =)
‘
: # M+
|1&e&:(Y )| 2k: dY
par
|
D(3, =)
(Nm(Z))&1 dZ |
aR
(Nm(T ))&1 dT.
Notons a(3, =, =$) l’ensemble [X # a | &T&1, 0:(X )1 pour : # 3 et
=:(X )=$ pour : # 7"3], qui est une partie compacte de a. Comme
|3k | est continue et ne s’annule pas, son inverse admet une borne supe rieure
strictement positive sur ce compact. En conside rant l’inte grale de |3&1k $k |
sur a(3, =, =$), on en de duit facilement que J est majore e par un multiple
de l’inte grale de |$k | sur le compact a(3, =, =$). D’ou (i). Alors (ii) en est
une conse quence imme diate. K
APPENDICE B
Quelques faits sur les familles de matrices commutant entre elles
Soit E, V des espaces vectoriels de dimension finie le premier sur C,
l’autre sur R et b une alge bre de Lie complexe, commutative et de dimen-
sion finie. Soit 0 un ouvert de V. On dit qu’une famille 1& , & # 0, de
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repre sentations de b dans V est continue (resp. holomorphe, si V est en
outre un espace vectoriel complexe), si elle ve rifie:
& [ 1&(X ) est continue (resp. holomorphe) sur 0, pour tout X # b.
(B.1)
On dit que * # b* est un e le ment du spectre, Sp(1&), de 1& , si et seulement
si il existe v # E, non nul, tel que: 1&(X ) v=*(X ) v, X # b. On note E&(*) le
sous-espace de E forme des v # E, pour lesquels il existe k # N tel que:
(1&(X )&*(X ))k v=0. Cet espace est appele sous-espace vectoriel carac-
te ristique relativement a la valeur propre *. Pour * # Sp(1&), on note P&(*)
le projecteur sur E&(*) paralle lement a la somme des autres sous-espaces
caracte ristiques.
Lemme 1. (i) Si & [ A& est une famille continue sur 0 d ’endo-
morphismes de E et si U1 est un ouvert de C, l ’ensemble V1 , des e le ments &
de 0 tels que le spectre de A& soit contenu dans U1 , est un ouvert de C.
(ii) On suppose que 1& , & # 0 est une famille continue de repre sentations
de b dans E. Soit &0 # 0 et U un voisinage de Sp(1&0). Il existe un voisinage
ouvert V, de &0 , telle que, pour tout & # V, Sp(1&) est contenu dans U.
De monstration. Prouvons (i). Soit & # V1 et montrons que V1 contient
un voisinage ouvert de &. Si c’e tait faux, il existerait une suite (&n)
d’e le ments de 0, convergeant vers & et telle que Sp(A&n) ne soit pas contenu
dans U1 . Il existerait, pour tout n # N, *n # C"U1 tel que A&n&*n Id soit
non inversible. Alors |*n |&A&n &. Mais (A&n) est une suite borne e d’apre s
la continuite de A et la convergence de &n . Donc il en va de me^me pour la
suite *n . Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que (*n) con-
verge vers * # C. Par continuite du de terminant, on voit que * est e le ment
du spectre de A& , qui est contenu dans U1 . Par ailleurs, comme *n # C"U1
et que U1 est ouvert, on a aussi *  U1 . une contradiction qui prouve (i).
Pour (ii), on applique (i) aux familles 1&(Xi), ou Xi de crit une base
de b. K
Proposition B.1. On suppose que 1& , & # 0, est une famille holomorphe
de repre sentations de b dans E. Soit &0 # 0, *0 # Sp(1&0) et U un voisinage
ouvert de *0 dans b*, assez petit pour que:
* # Sp(1&0) et * # U implique *=*0 .
On de finit:
QU& = :
* # Sp(1&) & U
P&(*).
L’application & [ QU& est holomorphe au voisinage de &0.
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De monstration. Soit X1 , ..., Xp une base de b, ce qui permet d’identifier
b* a C p, en associant a * # b*, (z1(*), ..., zp(*)), ou z i (*)=*(Xi). On choisit
des disques ouverts de C, D i , non vides, de centres zi (*0), assez petits pour
que le produit des Di soit contenu dans U. En appliquant le lemme pre ce -
dent a l’ouvert U1 , re union du produit des Di et du comple mentaire de
l’adhe rence, U , de U, on trouve un voisinage ouvert, V, de &0 tel que pour
tout & # V et tout * # Sp(1&) & U , on a * e le ment du produit des Di . On va
montrer l’holomorphie de QU& sur V.
Si z0 est un e le ment de C, on note iP&(z0) le projecteur sur le sous-espace
caracte ristique de 1&(Xi) relativement a la valeur propre z0 paralle lement a
la somme des autres sous-espaces caracte ristiques (on convient que ce
projecteur est nul si z0 n’est pas valeur propre). On a:
iP&(z0)=(2i?)&1 |
D
(zI&1&(X i))&1 dz
ou D est le bord d’un disque ouvert de centre z0 assez petit pour que z0
soit la seule valeur propre de 1&(Xi) contenue dans l’adhe rence de D. Donc,
lorsque & est fixe et que i et z0 varient, ces projecteurs commutent entre eux
puisqu’il en va de me^me des 1&(Xi). On en de duit que:
P&(*)= 1 P&(z1(*)) } } } pP&(zp(*))
On note iQ& la somme des projecteurs spectraux de 1&(Xi) relatifs aux
valeurs propres contenues dans Di . Alors, pour & fixe dans V, les iQ&
commutent deux a deux et QU& est e gal au produit des
iQ& , d’apre s notre
choix de V. Comme:
iQ&=(2i?)&1 |
Di
(zI&1&(Xi))&1 dz
on en de duit l’holomorphie cherche e. K
Proposition B.2. On suppose que 1& , & # 0 est une famille continue
(resp. holomorphe) de repre sentations de b dans E, et que, pour une base
X1 , ..., Xp de b, 1&(Xi) est inversible pour tout i et tout & # 0. Soit &0 # 0.
Il existe un voisinage ouvert, V, de &0 dans 0 et pour tout & # V, des
endomorphismes de E, iR& , i=1, ..., p, commutant deux a deux, pour & fixe
et ve rifiant, pour i=1, ..., p.
(i) L’application & [ iR& est continue (resp. holomorphe) sur V.
(ii) L’exponentielle de iR& , exp iR& est e gale a 1&(Xi).
(iii) Tout endomorphisme de E commutant a 1&(Xi) commute a iR& .
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De monstration. Pour i=1, ..., p, on choisit un ouvert Di de C"[0], a
bord lisse, connexe, dont l’adhe rence est contenue dans un ouvert simple-
ment connexe de C"[0], D$i , et tel que Sp(1&0(Xi)) soit contenu dans Di .
On fixe V de telle sorte que:
Sp(1&(Xi))/Di , & # V, i=1, ..., p,
ce qui est possible gra^ce au lemme B.1. On fixe i et on choisit une
de termination du logarithme sur D$i . On ve rifie aise ment que les
endomorphismes de E,
iR&=(2i?)&1 |
Di
(Log z)(zI&1&(Xi))&1 dz,
conviennent. K
Lemme B.2. On reprend les notations de la proposition pre ce dente. On
suppose ici que V est un espace vectoriel complexe et que A& , & # V, est une
famille polynomiale d ’endomorphismes de E, i.e., telle que & [ A& est polyno-
miale en &. On suppose en outre qu’il existe des fonctions polynomiales sur
V, distinctes deux a deux, z1(&), ..., zk(&), et des entiers positifs n1 , ..., nk , tels
que:
de t(z&A&)= ‘
j=1, ..., k
(z&zj (&))nj, z # C, & # V.
On note jP& , le projecteur spectral de A& relativement a la valeur propre
zj (&).
Ce projecteur est une fonction rationnelle de &, i.e., il existe un polyno^me
pj en & tel que pj (&) jP& soit une fonction polynomiale de & # V.
De monstration. Soit 0 le comple mentaire dans V de l’ensemble des
ze ros de >j<l (zj (&)&zl (&)). On fixe j et & # 0. Soit u& (resp. v&) un
polyno^me a une variable, de degre strictement infe rieur a la somme des nl ,
l{j (resp. nj) tels que:
u&(z)(z&zj (&))nj+v&(z) ‘
l{ j
(z&zl (&))nl#1.
Ces polyno^mes existent et sont uniques (identite de Bezout), et l’algorithme
qui permet de les de terminer (suite de divisions euclidiennes) montre que
leurs coefficients sont la restriction a 0 de fractions rationnelles en &. Mais
jP& est e gal a v&(A&) b(A&), pour & # 0, ou l’on a note b le polyno^me sur C,
>l{ j (z&zl (&))nl. On en de duit l’existence d’un polyno^me, non nul qj sur
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V tel que & [ qj (&) jP& , & # 0, soit la restriction a 0 d’une fonction
polynomiale sur V. On pose pj (&)=(>j<l (zj (&)&zl (&))) qj (&). Alors
l’application pj (&) jP& , qui est nulle en dehors de 0, est polynomiale et pj
ve rifie les proprie te s voulues. K
La proposition suivante est un corollaire facile du lemme pre ce dent (voir
le passage de (i) a (ii) dans la preuve du lemme 1 de cet appendice).
Proposition 3. On suppose que V est un espace vectoriel complexe, que
1& , & # V, est une famille de repre sentations de b dans E telle que, pour tout
X # b, 1&(X ) est polynomiale en &. On suppose de plus qu’il existe des
fonctions polynomiales sur V, a valeurs dans b*C , distinctes deux a deux,
*1 , ..., *k , et des entiers n1 , ..., nk , tels que:
de t(z Id&1&(X ))= ‘
j=1, ..., k
(z&*j (&)(X ))nj
On utilise les notations du de but de cet appendice. Alors il existe un polyno^me
sur V, p, non nul, tel que, pour tout j, p(&) P&(*j (&)) soit polynomiale en
& # V.
APPENDICE C
Familles de syste mes comple tement inte grables
On va d’abord ge ne raliser des re sultats de l’appendice de [CassM], dont
on utilise la terminologie.
Soit E et V des espaces vectoriels complexes de dimension finie, 0 un
ouvert de V et X un ouvert de Cn. On se donne des fonctions F1 , ..., Fn ,
holomorphes sur 0_X, a valeurs dans EndC(E), et on conside re la famille
de syste mes d’e quations aux de rive es partielles:
i 8=F i, &8, i=1, ..., n, & # 0, (C.1)
ou 8 est une fonction sur X et a valeurs dans E. On suppose que le syste me
est comple tement inte grable pour tout & # 0. Plus pre cise ment on suppose
que, pour tout x # X, v # E, & # 0, il existe une solution . de (8.1) de finie
au voisinage de x et telle que .(x)=v. On conside re S& le faisceau des ger-
mes de solutions de (8.1), qui est un sous-faisceau du faisceau, OX (E), des
germes de fonctions holomorphes sur X a valeurs dans E. On fixe x0 # X
et on note (X , x~ 0) le recouvrement universel de X avec point de base x~ 0 .
Soit p : X  X la projection correspondante. Le groupe d’homotopie
?1(X, x0) agit sur X par des diffe omorphismes holomorphes appele s trans-
formation de monodromie. On note p*S& l’image inverse du faisceau S& .
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C’est un sous-faisceau de OX (E ) dont les sections sont appele es solutions
multivalue es de (C.1). La matrice fondamentale de (C.1) est une applica-
tion holomorphe, S& , de X dans EndC(E ), telle que S&(x0) soit e gale a
l’identite et telle que, pour tout v # E, la fonction sur X , x [ S&(x) v, est une
solution multivalue e de (C.1). L’espace 1(X , p*S&) de toutes les solutions
multivalue es de (C.1) est invariant par les transformations de monodromie,
T#* , # # ?1(X, x0), et il existe un unique repre sentation, M& , dans E, appele e
monodromie du syste me, telle que: T#*&=& b M&, # , # # ?1(X, x0).
Alors, a l’aide du the ore me sur la de pendance des solutions par rapport
au parame tre &, on voit que la matrice fondamentale du syste me, S& ,
de pend de fac on holomorphe de &. On en de duit qu’il en va de me^me de
la monodromie. Ici, il est important d’avoir suppose que le syste me est
comple tement inte grable pour tout &, car cela assure que la monodromie
agit sur un espace fixe, inde pendant de &. On fixe &0 # 0.
On suppose en outre que X=Dn, ou D est le disque unite ouvert de C.
On note D*=D"[0]. On fixe k entier compris entre 1 et n et l’on pose
X*=(D*)k_Dn&k.
On conside re maintenant le syste me sur X*:
zj j 8=F j, & 8, j=1, ..., k, (C.2)
j 8=F j, &8, i=k+1, ..., n, (C.3)
ou & de crit 0. On suppose en outre que, pour tout & # 0, le syste me est
comple tement inte grable. Le groupe ?1(X*, x0) est isomorphe a Zk. Soit #j ,
j=1, ..., k, ses ge ne rateurs correspondants aux lacets d’indice 1 par rapport
a 0 dans le j e me facteur. On note encore M& la monodromie du syste me
(C.2), (C.3) et Mj, &=M&, #j . On fixe &0 # 0. D’apre s la proposition 2 de
l’appendice B, on peut supposer que les endomorphismes Mj, & , j=1, ..., k
sont de la forme exp(&2?Rj, &), ou les Rj, & sont des endomorphismes de E
de pendant de fac on holomorphe de &, au moins sur un voisinage ouvert
de &0 .
Proce dant comme dans la preuve de l.c., preuve du the ore me A.1.4, on
montre de me^me:
Proposition C.1. Il existe un voisinage ouvert 00 de &0 tel que, pour
tout & # 00 , la matrice fondamentale du syste me (C.2), (C.3) s’e crit
S&=P&(z) zR&, (C.4)
ou P&(z) est une fonction holomorphe sur 00_Dn a valeurs dans EndC(E ),
et zR&=zR1, &1 } } } z
Rk, &
k , ou les Rj, & sont des endomorphismes de E, commutant
entre eux, pour & fixe , et de pendant de fac on holomorphe de & # 00 .
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On e crit
P&(z)= :
m # Nn
P&, mzm (C.5)
ou les coefficients P&, m # EndC(E ) sont holomorphes en &. Soit &0 # 0. On
pose pour z=(z1 , ..., zn) # b :=Cn, 1&(z)=j=1, ..., n zjRj, & . On utilise la ter-
minologie et les re sultats de l’appendice B. On choisit un voisinage ouvert
de Sp(1&0), V, qui est la re union disjointe de voisinages ouverts,
V(*1), ..., V(*p), des e le ments distincts *1 , ..., *p de Sp(1&0). D’apre s la
proposition pre ce dente on peut e crire
S&(z)= :
+ # b*
S&, +(z) (C.6)
ou + est nul s’il n’appartient pas a Sp(1&)+Nn et
S&, +(z)=\ :m # Nn s+, m(log
mz)+ z+ (C.7)
la somme e tant finie et ou les coefficients s+, m sont des e le ments de End(E ).
Cette e criture est unique (cf. [K, corollaire B.26]). On dispose d’une
e criture semblable pour les solutions du syste me (C.2), (C.3). On appelle
exposant d’une solution, . tout e le ment + de b* pour lequel le terme
correspondant a z+ dans ce de veloppement est non nul.
On note, pour * # Sp(1&), Q&(*), le projecteur sur le sous-espace
caracte ristique correspondant a *, paralle lement aux autres.
Proposition C.2. Avec les notations ci dessus, on a:
(i) Pour + # b*, on a:
S&, +(z)= :
* # Sp(1&), m # N
n, *+m=+
P&, m Q&(*) zR&
(ii) On fixe +0 # b*. La somme sur les m # Nn, sur les *i # Sp(1&0) tels
que *i+m=+0 de
:
* # Sp(1&) & V(*i)
P&, mzmQ&(*) zR& (C.8)
est holomorphe en & au voisinage de &0 et vaut S&0 , +0 lorsque & est e gal a &0 .
(iii) Soit .& , & # 0, une famille holomorphe en &, de solutions du
syste me (C.2), (C.3), et +0 un exposant de .&0 . Si (&q)q # N* est une suite
d ’e le ments de 0 convergeant vers &0 , il existe une suite (+q)q # N* , ou +q est
un exposant de .&q , et qui converge vers +0 .
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De monstration. Le point (i) est une conse quence imme diate des
formules (C.4) a (C.7).
L’expression (C.8) est clairement holomorphe d’apre s l’holomorphie au
voisinage de &0 de P&, m , des R j, & et des sommes:
:
* # Sp(1&) & V(*i)
Q&(*)
d’apre s la Proposition 1 de l’Appendice B. D’ou (ii).
En exprimant les solutions a l’aide de la matrice fondamentale, on de duit
(iii) de (ii) gra^ce au principe des ze ros isole s. K
Proposition C.3. On conserve les notations de la proposition pre ce dente.
On suppose qu’il existe des applications holomorphes, deux a deux distinctes,
de 0 dans b*, Tw , ou w de crit un ensemble fini, U, telles que les exposants
de S& , & # 0, sont e le ments de:
.
w # U
Tw(&)+Nn.
Soit .& , & # 0, une famille holomorphe en &, de solutions du syste me (C.2),
(C.3). Soit +0 un exposant de .&0 . On de finit .&, + comme S&, + (cf. (C.7)).
La somme sur les + # b* tels qu’il existe w # U, m$ # Nn ve rifiant
+=Tw(&)+m$, +0=Tw(&0)+m$
des .&, + est holomorphe en & au voisinage de &0 et est e gale a .&0 , +0 en &0 .
De monstration. Il est clair qu’il suffit de de montrer un re sultat analogue
pour S& , i.e., de montrer que la somme, qu’on note S dans la suite, sur les
+ # b* tels qu’il existe w # U, m$ # Nn ve rifiant
+=Tw(&)+m$, +0=Tw(&0)+m$,
des S&, + est holomorphe en & au voisinage de &0 et est e gale a S&0 , +0 en &0 .
On commence par choisir =, :>0 tels que, pour w, w$ # U tels que
Tw(&0)&Tw$(&0) ne soit pas e le ment de Zn, on ait
&Tw(&)&Tw$(&0)+m&:, si m # Zn et &&&&0&<=,
et tels que, au contraire, si Tw(&0)&Tw$(&0) est e le ment de Zn, on ait, pour
tout m # Zn, l’implication:
(&Tw(&)&Tw$(&0)+m&<: et &&&&0&<=) O Tw(&0)=Tw$(&0)&m.
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Pour tout & # 0, comme S&(z) est inversible, P&(z) est inversible. Par suite
si * # Sp(1&), il existe p # Nn tel que *+ p soit un exposant de S& , et gra^ce
a l’hypothe se, cela implique *=Tw(&)+m pour un e le ment w de U et un
e le ment m de Nn.
Pour chaque *i # Sp(1&0), on choisit le voisinage V(*i) inclus dans la
boule ouverte de centre *i et de rayon :.
On fixe un voisinage 0&0 de &0 contenu dans la boule ouverte de centre
&0 et de rayon = et tel que pour tout & # 0&0 , le spectre de 1& soit contenu
dans la re union des V(*i). On choisit 0&0 assez petit pour que l’on ait:
&Tw(&)&Tw(&0)&<:, & # 0&0 , w # U.
Si & # 0&0 et * est un e le ment de Sp(1&) & V(*i), et que:
*i=Twi (&0)+mi , *=Tw(&)+m", ou w, wi # U, m", mi # Z
n (C.9)
on a, d’apre s notre choix de : et =:
Tw(&0)+m"=Twi (&0)+mi . (C.10)
On re e crit, pour & # 0&0 la somme S, gra^ce a la Proposition 2 de cet
Appendice. C’est donc la somme, note e S$, sur les + # b* tels qu’il existe un
e le ment w de U et un e le ment m$ de Nn tels que:
+=Tw(&)+m$, +0=Tw(&0)+m$ (C.11)
et sur les m # Nn, les * # Sp(1&) tels que:
*+m=+ (C.12)
de:
P&, m (Q&(*) zR&.
On va voir que chaque terme de la somme ainsi forme e intervient exacte-
ment une fois dans la somme de la Proposition C.2(ii).
En effet, on alors:
*=Tw(&)+m", avec m"=m$&m, (C.13)
et si * est e le ment de V(*i), * et *i satisfont (C.9) et donc aussi (C.10).
Jointes a (C.11) et (C.13), ces relations impliquent que:
*i+m=+0
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Ceci ache ve de prouver que chaque terme de la somme S$ intervient
exactement une fois dans la somme de la Proposition 2 de cet Appendice.
Montrons enfin que chaque terme de la somme de la Proposition C.2(ii)
intervient dans la somme ci-dessus. On voit, comme pre ce demment que *
et *i , sont lie s par les relations (C.9) et (C.10), ce qui permet de voir que
+ :=*+m est e gal a Tw(&)+m$ avec m$=m+m" et +0=Tw(&0)+m$. Mais
m$ n’est pas ne cessairement e le ment de Nn. Toutefois si la contribution de
+ a la somme est non nulle, c’est un exposant de S& , donc de la forme
Tw$(&)+n avec n # Nn et w$ # U. Les deux e critures de + montrent que:
Tw(&)&Tw$(&)+m$&n=0
Ceci implique, gra^ce aux propie te s de 0&0 , que l’on a:
&Tw(&)&Tw$(&0)+m$&n&<:
Alors, on de duit des proprie te s de = et :, l’e galite :
Tw(&0)+m$=Tw$(&0)+n.
On a donc:
+0=Tw$(&0)+n, +=Tw$(&)+n,
avec n # Nn, i.e., + a la forme voulue.
On vient de prouver que notre somme est identique a celle de la
Proposition 5(ii) qui a les proprie te s voulues. K
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